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1873 

CHASLES. 

1874 

LAFFON  Di<;  LADÉRAT. 

[875 

BIEXAÏMF. 

1876 

DE  LA  GOURXEKIE. 

1877 

MNXHËIM. 

1878 

DARBOUX. 

1879 

0.  BON\ET. 

1880 

JORDAN. 

1881 

LAGUERRE. 

188'2 

IIALPIIEX. 
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ROl'CIIF. 

[884 
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1  s  s:, 
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188G 

PD1KCARÉ. 

1887 

FODRET. 

1888 

LAISAXT. 

1889 

ANDRÉ. 

1890 

MATON  DE  LA  GOUPILLIËRï 

1891 

COLI.IGNON. 

1892 

VICAIRE. 

S  0  C  I  K  TAIRE  S    P  ]•;  Il  P  K  T  U  E  L  s. 

BENOIST,  docteur  en  droit. 

BIENAYMÉ,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

BIOCDE,  professeur  de  Mathématiques. 

BISCIIOFFSBEIH,  membre  de  l'Institut. 

BORCHARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin   (décédé). 

BROCARD,  chef  de  bataillon  du  Génie. 

CANET,  ingénieur  civil . 

Cil  VSI.ES,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

fiLAUDE-LAFONTAINE,  banquier. 

POIJRET,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 

GAUTHIER-VILLARS,  imprimeur-éditeur. 

UALPDEN,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

IIATON  RE  L\  GOIPIMIÈRE,  membre  de  l'Institut. 

HERMITE,  membre  de  l'Institut. 

II1HST,  directeur  des  études  de  l'École  navale  de  Gieenwich. 

JORDAN,  membre  de  l'Institut. 

LAFFON  DE  LADÉBAT,  vice-amiral  (décédé). 

MANNHEIM,  professeur  à  l'École  Polytechnique. 

1>F,  MENDIZABAL  TAMBOREL,  à  Mexico. 

HERGEREAD,  licencie  es  sciences  mathématiques. 

PEROTT  (Joseph). 

PERRIN,  ingénieur  en  chef  des  Mines. 

POIXCARÉ,  membre  de  l'Institut. 

POLIGNAG  (prince  C.  de). 

RAFFY,  maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences. 

SHOW,  professeur  a  l'Université,  à  Frederiksbaid. 

T\\\I.I!Y  (Paul),  directeur  des  manufactures  de  l'État. 

TARRY,  contrôleur  des  Contributions  diverses. 

TCHÉBICUEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pélorsbourg. 

VIEliLARD,  manufacturier  (décédé). 


ÉTAT 


DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 

AU  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE  18  92  («). 


MM.   BERTRAND. 

CREMONA. 
Membres  honoraires  du  Bureau  ... .     (  DARBOUX. 

HERMITE. 
TCHÉBICHEFF. 


Président MM.  VICAIRE. 

Vice-Présidents    


DE  COMBEROUSSE. 
GOURSAT. 
HUMRERT. 
P1CQUET. 


c  \       KOENIGS. 

Secrétaires ; 

(       RAFFV. 

„.      c       .,  .  (       CARVALLO. 

Vice-Secrelaires '       .     .  ^.. 

Archiviste DE  PRESLE. 

Trésorier CLAUDE-LAFONTAINE. 

ANDRÉ,  1893. 

APPELL,  1891. 

COLLIGNON,  1895. 

FOURET,   1893. 

HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE,  1894. 

JORDAN,  1895. 

Membres  du  Conseil  ( -1  ) /  m *   ' „    " 

LAISANT,  1895. 

MANNHEIM,  [894. 

D'OCAGNE,  1895. 

PICARD,    1891. 

POINCARÉ,   1893. 

ROUCHÉ,   1893. 

(')  MM.  les  Membres  de  lu  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  an  Secrélariai 
les  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  a  cette  liste. 

(J)  la  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  au  com- 
mencement «le  laquelle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 


—    VIII    — 

Date 

de 

l'admission. 

1872.     Af.HARD,  directeur  do  la  Compagnie  d'assurances  sur  la   vie  la  Foncière,   rue  de  la 

Terrasse,  6  bis,  à  Paris.; 
1887.      U.UF.fililWI  (M.-L.)i  professeur  à  l'Université,  Salila  Banditore,  /|,  à  Palerme  (Italie). 

1881 .  AHIGIES,  professeur  au  lycée,  boulevard  du  Musée,  G6,  à  Marseille  (  ISouches  du-Rhône). 
1572.     AXDIIÉ  (Désiré),  docteur  es  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  17,  à  Paris. 

1S00.  ANTOMARI,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Vavin,  5,  à  Paris. 

1379.  APPELE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Le  Verrier,  6,  à  Paris. 

1884.  ARYUD,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Arles  (  Rouches-du-Rhône). 

1881  .  ASTOR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  place  Viclor-Hnr.o,  1 1,  à  Grenoble  (Isère). 

1882.  AinON.NE,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  place  d'Helvétie,  7,  à  Lyon  (Rhône). 
1886  RARBEREXA,  ingénieur  topographe,  à  San-Salvador. 

1389.     BEGIIIX  (Maurice),  boulevard  Saint-Germain,  63,  à  Paris. 

1371.      BE.N'OIST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Chàtelet,  3,  à  Chalon-sur-Saône  (Saône- 

et-Loire),  S.  P.  ('). 
[875.     BERDELLÉ,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 
Is73.     BERTRAXI»  (Joseph),    secrétaire   perpétuel  de    l'Académie   des  Sciences,  membre    de 

l'Académie  française,  rue    de  Tournon,  !\,  à  Paris. 

1887.  BEAEXS  (Ignacio),  major  du  Génie,  Santa  Inès,  5,  à  Cadix  (Espagne). 

1872.     BIEXAY.1IÉ  (Arthur),  directeur  du  matériel,  au  Ministère  de  la  Marine,  à  Paris. 

1888.  BIOEIIE,  professeur  au  Collège  Stanislas,  rue  de  Madame,  34,  à  Paris,  S.  P. 
1875.     BISCIIDFFSIIEIM,  membre  de  l'Institut,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 

1890.  BIERKXEES,  professeur  à  l'Université,  à  Christiania  (Norvège). 

1891.  BUTEE,    docteur  es  sciences   mathématiques,  professeur   au    Lycée    Saint-Louis,    rue 

Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 
1881.      ROXCOMPAGNI  (le  prince  Ballhasar),  palais  Piombino,  place  Colonna,  à  Rome  (Italie). 

1*73.     BOIXAXGER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Constantine,  101,  à  Mustapha  inférieur 

(  Algérie). 
1886.     BRAIT  T  (A.),  boulevard  de  Toulouse,  36a,  à  Bordeaux  (Gironde). 
1874.     BR10SCIII,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  Milan 

(Italie). 

1872.  BRISSE   (Ch.),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  Vauquelin,  i5,  à  Paris. 

1873.  BROCARD,  chef  de  bataillon  du  Génie,  à  Valence  (Drôme),  S.  P. 

1886.  BRI  NEE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1888.     CAXET  (Gustave),  ingénieur  civil,  directeur  de  l'artillerie  à  la  Société  des  Forges  de  la 
Méditerranée,  avenue  de  Malakoff,  91,  à  Paris.  S.  P. 

1885.     CAROM,  professeur  de  Géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  8a,  à  Paris. 

1887.  CARVALE-0,  examinateur  à  l'École  Polytechnique,  villa  Saïd,  19,  Passy-Paris. 
1887.     GASPARY,  professeur  au  Collège  Humboldt,  à  Berlin  (Allemagne). 

1873.     CATALAN,  professeur  émérite  à  l'Université,  21,  rue  des  Éburons,  à  Liège  (Belgique). 

1887.  CERROTI,  professeur  à  l'Université,  à  Rome  (Italie). 

1888.  CIIAILAN  (Edouard),  rue  Berthollel,   1  ï,  à  Paris. 

ISS  1  .     CHEMIN,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  de  l'Aima,  1a,  à  Paris. 

1884.     CQRYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

18"  I,     EiVIALE,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polylechnique,  rue  de  la  Tour-des-Dames,  1,  à  Paris. 


1  '    Les  initiales  S.  P.  désignent  les  Sociétaires  perpétuels. 


Dalo 

de 

l'admission. 

1875.     CLAlJI)E-I.AFONTAI\E,  banquier,  rue  de  Trévise,  32,  à  Paris,  S.  P. 

1872.     C01LIGX0X,  inspecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées, rue  des  Suints-Pères, 28,  à  Paris. 

1890.  C0L0T,  au  château  du  Seuil,  à  Gérons  (Gironde). 

1875.     C0MRER0TSSE  (de),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  Centrale, 
rue  Saint-Lazare,  g4,  à  Paris. 

1872.     COI'IICEI.LES,    professeur   de   Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,   rue  Gay- 
Lussac,  36,  à  Paris. 

188  i.     CRAIG  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (  États-Unis  d'Amé- 
rique ). 

1877.     CREMOXA,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome 
(  Italie). 

1880.  CRETIN,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du  Val-de- 

Grâce,  g,  à  Paris. 
1872.     DARROIX,  membre  de  l'Institut,    doyen  de  la  Faculté  des    Sciences,   rue  Gay-Lussac, 

36,  à  Paris. 
1885.     DAUTIIEVIUE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1881.  DEFFORGES,  chef  de  bataillon   d'infanterie,  attaché   à   l'Elat-major  du  Ministre   de  la 

Guerre,  boulevard  Lalour-Maubourg, '|  1 ,  à  Paris. 

1882.  DELANXOY,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  à  Guéret  (Creuse). 
1885.     DEMARTKES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1883.  DERUYT3,  docteur  es  sciences,  chargé  de  Cours  à   l'Université,  rue  des  Augustins,  35, 

à  Liège  (Belgique). 

1872.     DEWL'I.F,    général   commandant    le  Génie  de   la  i5e    région,     boulevard    Kabatau,    1, 
à  Marseille  (  Bouches-du-Rhùne  ). 

1882.  DREYFUS  (Camille},  député,  quai   Voltaire,  3,  à  Paris. 

188G.  Dl'XCAX,  assistant  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (Étals-Unis  d'Amérique). 

1872.  Dl'RRAXDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 
1885.  DYCK  ( Walther ),  professeur  au  Polytcchnicum,  à  Munich  (Bavière  . 
1881.  ESCARY,  professeur  au  Lycée,  à  Constantine  (Algérie). 

1873.  FABRE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  boulevard  des  Batignolles,  8/j,  à  Paris. 

1888.  FARRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  FAl'Ql'EMBERGL'E,  professeur  au  Lycée,  à  Mont-de-Marsan  (Landes). 

1885.     FERRAZ,  professeur  au  Lycée,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1885.     FIELDS  (John),  professeur  de  Mathématiques,  Allcghany  Collège,  à  Meadville  (Ftats- 
Unis  d'Amérique). 

1881.     FLOQliET,  professeurà  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle  ). 

1872.     FLYE  SAIXTE-MARIE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Sonimerard,  12,  à  Paris. 

1891.     FOXTYlOLvXT  (de),  répétiteur  à  l'École  Centrale,  rue  d'Erlanger,  29,  Paris-Auteuil. 

1889.  FOtCHE,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Soul'Hot,  5,  à  Paris. 

1872.     FOURET,   examinateur    d'admission  à  l'École  Polytechnique,    rue  Washington,   16,  à 
Paris,  S.  P. 

1872.     GARIEIi,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  professeur  à  la  l'acuité  de  Médecine, 
rue  Joulïroy,  3<),  à  Paris. 

1872.     GAUTIIIER-VILLARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustins,  55,  à  Paris,  S.  P. 

1890.  GEBBIA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Païenne  (Italie). 

1872.     GE.VTY,  ingénieur  on  chef  des  Ponts  et  Chaussées,    château   de   la  Voûte,  près  Mar- 
nianhac  (Cantal  ). 


date 

de 

l'admission. 

1890.      (iK\TY,  enseigne  «le  vaisseau,  à  bord  du  Lutin,  division  de  Cocliinchine,  à  Saigon. 

1880.  GEORGHW 

1890.  GERUAEM,  professeur  à  l'Université,  à  Palerme  (Italie). 

1 872 .     GER0\0,  ancien  professeur  de  Mathématiques,  rue  d'Alembert,  i,  à  Paris. 
1872.     GOFFART,  rue  Nollet,  07.   Paris. 

1881.  G01RSAT,  maître  de  Conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  boulevard  Arago,  112, 

à  Paris. 

1872.  GRA1\R0!IGE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  92,  à  Liège  (Belgique). 
1881.     GRUËY,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Besançon  (Doubs). 

1880.  GICCIA  (  Jean  ),  professeur  à  l'Université,  via  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Palerme  (Italie). 

1891.  GIIYIARAES,  officier  du  Génie,  rua  de  Sarramento  à  Lapa,  l\!\ ,  à  Lisbonne  (Portugal). 

1881.  GEMMER  (I)r  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 
1885.     GIYOU,  capitaine  de  frégate,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 

1873.  MAAG,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

pue  Chardin,  1,  à  Paris. 

1882.  BABICII,  directeur  de  l'École  des  mines,  a.  Lima  (Pérou). 

1872.     BATON   DE  LA  GOUPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  Mines,  direc- 
teur de  l'École  des  Mines,  boulevard  Saint-Michel,  60,  à  Paris,  S.  P. 

1872.  IIEMtY,  inspecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées,  boulevard  St-Germain,  22,  à  Paris. 
1882.     IIEMtY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  rue  Jean-de-Beauvais,  2,  à  Paris. 

1873.  I1ERYIITE,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté,  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 

bonne, 2,  à  Paris,  S.  P. 

1875.     IIIRST,  Athenaeum  Club,  Londres  (Angleterre),  S.  P. 

1879.  IIOLST  (Elling),  stipendiât  de  l'Université,  Pilestrade,  !\g,  à  Christiania  (Norvège). 
1872.     HOOBIfiANT,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

1872.  HUGO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-Pères, 

i  j.  ii  Paris. 

1880.  BUMBERT,  ingénieur    des    Mines,    répétiteur   à    l'École  Polytechnique,    16,  boulevard 

Malesberbes,  à  Paris. 

1887.     IltRAIIlU  El'l  II\I)I,  professeur  de  Mathématiques  à  l'École  impériale  civile  de  Médecine, 
à  Constantinople  (Turquie). 

1881.  lYIRE't,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue  Mon tgol fier,  1,  à  Paris. 
1887.     ISSALY  (l'abbé),  rue  Margaux,  16,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1873.  IAMV,  chef  d'escadron  au  ine  régiment  d'Artillerie,  à  la  Fère  (Aisne). 

1872.     JAVAltY,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  i,  à  Paris. 

1889.  .lOM.H  I..HF.     Ul'red),  Docteur  en  Philosophie,  rue  fédérale.  io,  à  Berne  (Suisse). 

[872.     JORDAN,  membre  de  l'Institut,  professeur  a  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varenne,  J"*', 
.,  Paris,  S.  P. 

1872.     JOITIIIET,  lieutenant-colonel  d'Artillerie,  à  Bourges  (  Cher). 

JUNG,  professeur   à    l'Institut  technique  supérieur,  via   Principe    Umberto,  -,  ii    Mi- 
lan (Italie  . 

1880.  MEMCS,  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  boulevard  de  Port-Royal. 

-  :,   a  Paris. 

1890.  KftllB  (Gnstaf),  Gotheml -g  (Suède). 

1881.  LAC0R, professeur  de  Mathématiques,  io,  rue  Stanislas,  à  Paris. 
1890      LACERBORC  (MIU),o  Helsingfors  l  Finlande) 


de 
I  admission. 

1873.  LAISAXT,  tlépu té,  docteur  es  sciences,  avenue  Victor- Hugo,   162,  à  Paris. 

1875.  LAQUEUE,  administrateur  de  la  commune  mixte  de  Palestro  (département  d'Alger). 

1873.  liAlTIl,  manufacturier,  à  Tliann  (Alsace). 

1SS1  .  LAYEISSIEIIE.  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

1880.     LÉAL'TE,  membre  de  l'Institut,  directeur  des  études  à  l'école  Mongc,  boulevard  Males- 
lierbes,  1  \  1,  à  Paris. 

187'2.     LEMOIXE  (  Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

1879.  LE  l'AlGE,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  21,  à  Liège  (Belgique). 
188'2.     LE  l'OXT,  rue  Saint-Jacques,  2/(7,  à  Paris. 

1891.     LEHY,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  (Seine-el-Oise). 

1872.  LESIMAILT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1882.     LEVY  (Léon),  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  de  Logelbach,  2,  à  Paris. 

1882.      LEVY  (Lucien),  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Coudé,  2gr 
à  Paiis. 

187 '2.      LEVY  (Maurice),    membre  de  l'Institut,  ingénieur   en    chef  des  Ponts   et   Chaussées, 
professeur  au  Collège  de  France,  boulevard  Saint-Germain,  2Ô8,  à  Paris. 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  I.IUIU.,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

1877.     L1XDEMAXX',  professeur  à  l'Université,  Fragheimer-Pulverplatz,  5,  à  Kœnigsberg  (  Alle- 
magne). 

1886.     LIIU'VILLE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles, 
•  i  bis,  à   Paris. 

1880.  L0K1\,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Honoré,  18&.  à 

Paris. 

1888       LITAS  (Félix),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  du  Trocadéro,  ig, 
a  Paris. 

1886.     LYOX,  docteur  es  sciences  mathématiques,  au  bureau  de  M.  le  Baron  de  Gunsbourg, 
à  Saint-Pétersbourg  (Russie). 

1882.     MAEE  DE  LEI'IXAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri    IV,    bou- 
levard Saint-Michel,   i^,  à  Paris. 

1872.     MALEYX,   ancien  professeur  au   collège  Stanislas,    à   Mercier,   près   Coussae-Bonneval 

(  Haute-Vienne  ). 
1875.     IHALLOIZEL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,   1-,  à  Paris. 

1872.  MAXXIIEIAI,  colonel  d'Artillerie,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe, 

11,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

1884.     MARTIN  (Artemas),  U.  S.  Coasl  and  géodésie  Survey  Office,  Washington  D.  C.  (Etats- 
Unis  d'Amérique). 

1889.  MAUTIX,  ancien   élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur    de    Mathématiques,    rue 

Lhomond,  60,  à  Paris. 

1890.  MASSIEl,  inspecteur  général  des  Mines,  avenue  d'Antin,  18,  à  Paris. 

1886.     MAXMIOYITEII  (Vladimir),  professeur  à  l'Université,  rue  Timoficoska,  8,àKiew  (Kussie). 

1889.     MEXDIZA1IAL  TUIRDItEL  (DE),  membre  de  la   Société  de  Géographie  de   Mexico,  calle  de 
Jésus,  i3,  à  Mexico  (Mexique),  S.  P. 

1881.  MEItCEKEAl!,  licencié  es  Sciences,  rue  Denferl-Rochereau.  21,  à  Paris.  S.  P. 

1873.  MITTAG-LEFFLEIt,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1S72.     M01TAKD,  inspecteur  général  des  Mines,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 
rue  du  Vaî-de-Gràce,  g,  à  Paris. 

1888.     JllKHOPADflYAA  (Asutosh),  professeur  de  Mathématiques,  Russa  Road,  77,  NbrtbBho» 
wanipore,  à  Calcutta  (Inde). 
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1885.     XEIBERG,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  fi,  à  Liège  (Belgique). 

1882.  OCAGME  (d'),   ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue    de  Vienne,  5,  à  Paris. 

1873.     OVIDIO  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporto,  3o,  à  Turin  (Italie). 

1888.     PAPELIER  (Georges),  professeur   de    Mathématiques  spéciales  au  lycée,  quai    Barren- 
tin,  22,  à  Orléans  (Loiret). 

1884 .     PARAF,  rue  Claude-Bernard,   17,  à  Paris. 

1872.     PARMEXTIER  (le  général),  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris. 

1872.  PARRA\,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  des  Sainls-Pères,  56,  à  Paris. 

188i.     PAITOW'IER  (l'abbé),  professeur  au  collège  Stanislas,  rue   Notre-Dame-des-Champs, 
19,  a  Paris. 

1881.     PELLET,  professeur   à   la   Faculté   des  Sciences,   rue  Blatin,  5i,  à   Clermont-Ferrand 
(Puy-de-Dôme). 

1883.  PELLETREAI),  ingénieur  en  chef  des   Ponts  et  Chaussées,  à  Conslantine  (Algérie). 

1871.  PERf.lN,  lieutenant-colonel  d'Artillerie,  directeur  de  la  Manufacture  d'armes,  à  Saint- 

Etienne  (Haute-Loire). 

1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts),  S.  P. 

1873.  PERRIX,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Erpell,  5,  au  Mans  (Sarthe),  S.  P. 

1887.     PE7J.  )  (del),  professeur  à  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  -5,  à  Naples  (Italie). 

1873.     PIIIMPPOX,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris. 

1879.     PICARD  (Emile),    membre  de  l'Institut,  professeur   à    la  Faculté  des  Sciences,   rue  de 
la  Sorbonne,   2,   à  Paris. 

1872.  P1CQUET,  chef  de    bataillon    du    Génie,    examinateur   d'admission   à  l'Ecole  Polytech- 

nique, rue  Bara,  9,  à  Paris. 

1882.  POINCARÉ,   membre   do   l'Institut,  ingénieur   des   Mines,    professeur  à   la  Faculté  des 

Sciences,  rue  Claude-Bernard,  fi.'ï,  à  Paris,  S.  P. 

1882.  POkORW  (  Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
1872.  POLIGXAC  (prince  C.  de),  fi,  cité  Odiot,  rue  Washington,  à  Paris,  S.  P. 
1877.     POUSSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers  (  Vienne). 

1877.  PRESLE  (de),  sous-intendant  militaire  en  retraite,  rue  Monge,  82,  à  Paris. 
1872.  Pl'TZ  (le  général),  rue  Saint- Merry,  98,  à  Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 
1872.     RADAI',  rue  deTournon,  12,  ii  Paris. 

1883.  RAFFY,  maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Saint-Michel,  90,, 

a   Paris,  S.  P. 

187-4 .     REIXACII  (baron  de),  banquier,  rue  de  la  Bourse,  l\,  à  Paris. 

1872.     RIBADCODR,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Philippeville  (Algérie). 

1881.      RIROT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  1,  a  Dijon  (  Côte- 
d'Or). 

RflBIX  (Gustave),  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Chanoinesse,  2,  à  Paris. 

1872.     R0DF.T,  ingénieur  à  la  Manufacture  <les  tabacs,  quai  d'Orsay,  fi.i,  à  Paris. 

1872.     ROIART,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  \3~,  à  Paris. 

1872.     non.lll',  [Eugène  ,  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  examinateur  de» 
élèves  a  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germuin,  ai3,  a  Paris. 

IUHi.ll  Kl,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  an  lycée,  place  de  l'Ecolo-d'Artîlle- 
rie,  m,  a   Toulouse   ( Haute-Garonne )■ 

I^T.'.     ROLSSELIN,  professeur  au  lycée  Foutanes,  me  du  Rocher,   i  ».  •>  Paris. 

RUSSO  1  (;ii>\,niiii  1,  professeur,  Discesa  Case  ^.ree,    •,  Calan/.nro  l  Italie  >. 


Data 

de 
l'admission. 

1881.     SAINT-PAUL  |  Ducur  de),  lieutenant-colonel  d'Artillerie  en  retraite,  Grande  Allée,  i-,  a 
Toulouse  (  Haute-Garonne). 

1889.  SARAZ,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Saint-Sulpice,    •'>.  à  Paris. 

1X72.     SARRAl,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  «les  Poudres,  professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  ;)  bis,  a  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.  SARTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  chef  adjoint  de  l'exploitation  à 

la  Compagnie  du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.  SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  ii  Marseille  (Bouches-du-Rhône). 
1881.     SCOLEGEI,  (D'  Victor),  h  Hagen  (Allemagne). 

1881.  SCIIOl'TK,  professeur  a  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 
1877.     SEGIY,  avenue  des  Gohelins,  28,  à  Paris. 

1882.  SELIVAXOFF  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka,  102,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie). 

1883.  SMART,   lieutenant  de  vaisseau ,  répétiteur    à    l'Ecole    Polytechnique,     examinateur 

d'admission   à  l'École  navale,  rue  Miroménil,  -jo,  à  Paris. 

1881.  STARKOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  Commerce,  Deribasowskaja,   G,  à  Odessa 

(Russie  '. 

1879.  STEPIIANOS  (Dr  Cyparissos),  professeur  a  l'Université,  à  Athènes  (Grèce). 

1886.  STIELTJES,  professeur  à   la  Faculté    des    Sciences,  rue   de    Fleurance-Montplaisir,   \,  à 

Toulouse  (Haute-Garonne). 

1873.  STUDMCKA,  professeur  à  l'Université,  h  Prague  (Bohême  . 

1872.  SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège),  S.  P. 

1872.  TANNEttI  (Paul), directeur  des  Manufactures  de  l'État,  square  du  Roule,  2,  Paris.  S.  P. 

1875.  TAN.\ERY  (Jules),  sons-directeur  de  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  }5,  à  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston",  contrôleur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzcl,  à  Alger,  S.  P. 
1882.  TCHÉBICIIEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg  (  Russie  ),  S.  P. 
1872.  TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  Condé,  i5,  à  Paris. 

1872.  TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 

1873.  TISSOT,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (  Isère). 

1872.     TRESCA,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  château    de   Courtozé,    par    Ven- 
dôme (Loir-et-Cher). 

1872.  VACQUANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint-Michel,  12,  à  Paris. 

1884 .  V.WDAME,  ancien  officier  d'Artillerie,  rue  de  la  Vignette.  65,  à  Lille  (Nord). 

1880.  VAiiECEK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Kralové  Hradec  (Autriche). 

1885.  YAXECEK  (M. -M.),  professeur,  à  Kralové  Hradec  (Autriche). 

1890.  VASCHY,    répétiteur    et    examinateur    d'admission   à    l'École    Polytechnique,    avenue 

Bosquet,  68.  à  Paris. 

1876.  VICAIRE,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  a  Paris. 
1888.     VITO  VOLTERRA,   professeur  à  l'Université  de  Pise  (Italie). 

1880.     WALCKEIYAER,  ingénieur  des  Mines,  9,  rue  Bayard,  a  Paris. 

1879.     WEILL,  professeur  an  collège  Chaptal  et  à  l'école  Monge,  19,  rue  l'hiers,  au  Vésinet 
(  Seine-et-Oise  ). 

1873.  WEYR  (l)r  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  ( Bohème J. 
1872.     AVEYR  (!)'  Emile     professeur  a  l'Université,  Hauptstrasse,  109,  a  \  ifime  (Autriche  . 
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ISSJ.      WII.SON.  avenue  d'Iéna,    .>.  à  Paris. 

1878.      WORKS  DE  ROUILLY,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Balzac,  -,  à  Paris. 

1882.     ZÂBODDSKT,  capitaîne  de  l'Artillerie  russe,,  professeur  à  l'École  d'Artillerie,  à  Saint-Pé- 

tersbourg  (Russie ) . 
1890.      ZAKEMBV,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  Lycée,  à  Digne  (Basses- 

Upes). 
1881  .      /.EITIIEV,   professeur  à  l'Université,  C.itadelsvej,  9,  à  Copcnlia;;uc  (Danemark) 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam. 
Amsterdam. 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Baltimore.  . 

Bologne. . . . 

Bordeaux..  . 

Bruxelles. . . 

Bruxelles. . . 
Cambridge. 
Christiania. 

Coïmbre .  . . 

Copenhague 

Cracovie 

Delft 

Dresde 

Edimbourg. 
Gand 

Goettingue. 
Leipzig 

Hambourg.. 

Harlem 

Helsingfors. 
Kharkoff.... 

Leipzig 

Londres. . . . 
Londres. . . . 
Londres. . . . 


Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam  . 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Archiv  fïir  Mathematik  und  Physîh  (  rédac- 
teur I)r  Hoppe,  Prinzenstrasse,  69.  S.  W.) 

Jahrbuch  ùber  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik (M.  Lampe,  Kurfûrstenstrasse),  i3(). 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Ma- 
'thematik  (rédacteurs  MM.  Kronecker  el 
Weierstrass). 

American  Journal  of  Mathematics,  publié 
par  l'Université  John  Hopkins  (rédacteur 
M.  Thomas  Craig) . 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bo- 
logne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab 
chez  M.  Gammenneyer,  libraire,  Cari 
Johans  Gade,  33,  à  Christiania. 

Jornal  de  Sciencias  maternât ic as  e  astrono- 
micas  (rédacteur   M.   Gomes  Teixeira). 

Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik  (rédacteurs 
MM.  Foldberg  et  Juel). 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Ecole  Polytechnique  de  Délit. 

Zeitschrift  fiir  Mathematik  und  Physik  (ré- 
dacteur Dr  Oscar  Sehlomilch). 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Mathesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand, 
et  Neuberg,  à  Liège). 

Société   Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Mathematische  Annalen  (rédacteur  M.Félix 
Klein,  à  Goettingue). 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Société  mathématique  de  Kharkolï. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 


Hollande . 
Hollande. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne 

Allemagne. 

Etats-Unis 
d'Amérique. 

Italie. 

France. 

Belgique. 

Belgique. 

Grande-Bretagne. 

Norvège. 

Portugal. 

Danemark. 

Autriche. 
Hollande . 

Allemagne. 
Grande-Bretagne 

Belgique. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Hollande. 

Russie. 

Russie. 

Allemagne. 

Grande-Bretagne . 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 
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Luxemboui'i 

Mexico 

Milan 


Moscou. 
Munich. 
Naples. 


New-H.ivcn . 


Odessa . 
Paris. . 
Paris.  . 


Paris. 
Paris. 


Paris. 
Paris. 


Paris. 


Paris. .  .  . 
Palerme. 

Pise 

Pise 

Prague.  . 
Prague  . . 


Prague  

Rome , 

Saint-Pétersbourg. 

Stockholm 

Toulouse 


Upsal .  . 
Venise. 

Vienne. 
Vienne. 


Washington. 


Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Sociedad  cicnlifica  Antonio  Alzate. 

Institut  Royal   lombard  dos  Sciences  et  Let- 
tres. 

Société  mathématique  de  Moscou. 

Académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 
mathématiques  de  Naples. 

Académie  des  Sciences  et   Arts  du   Conncc- 
ticut. 

Société  mathématique  d'Odessa. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences,  à  Paris. 

Société  philomnthique  de  Paris. 

Bulletin    des  Sciences    mathématiques   (ré- 
dacteurs MM.  Darboux   et  J.   Tannery). 

Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 

Journal  de   Mathématiques  élémentaires  (ré- 
dacteur M.  G.  de  Longchamps). 

Journal  de  Mathématiques  spéciales  (rédac- 
teur M.  G.  de  Longchamps). 

Institut  des  Actuaires  français. 

Circolo  malematico  {Rendiconti  dcl  ). 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Université  Royale  de  Pise. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Casojiis  pro  péstovâni  mathematiky  a  fysikj 
(rédacteur  M.  Edouard  Weyr). 

Société  mathématique  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei. 

Académie  Impériale  des  Sciences. 

Acta Mathematica  (rédact .  M.  Mittag-Leffler). 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres 
et  Arts. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Monatshefte  f'ùr    Mathematik    und    Physik, 
(rédact.  MM.  Escherich  et  Weyr). 

Smithsonian  Institution. 


Zurich 'Société  des  Sciences   naturelles  de  Zurich. 


Luxembourg . 

Mexique. 

Italie. 
Russie. 
Bavière. 

Italie. 
États-Unis 
d'Amérique. 

Russie. 
France. 

France. 

France. 

France. 
France. 

France. 

France. 

France. 
Italie. 

Italie. 

Italie. 

Autriche. 

Autriche. 

Autriche. 

Italie. 

Russie. 

Suède. 

France. 
Suède. 

Italie. 
Autriche. 

Autriche. 

Etats-Unis 

d'Amérique. 

Suisse. 
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SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE    DE   FRANCE. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES- 


SÉANCE    DU    (i    .1 A  XVI  K  K    1892. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    COLLIGNON. 

La  Société  procède  au  renouvellement  de  son  Bureau. 

Communications  : 

M.  Fourel  :  Sur  une  manière  de  déduire  du  théorème  de 
Budan-Fourier  une  limite  inférieure  des  racines  d'une  équa- 
tion. 

M.  Raffy  fait  une  Communication  Su/-  les  réseaux  conjugués 
qui  se  conservent  dans  la  déformation  des  surfaces.  Il  rappelle 
que  les  trois  coordonnées  d'une  surface,  considérées  comme  Jonc- 
tions des  paramètres  d'un  réseau  conjugué,  vérifient  une  même 
équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  dont  les 
coefficients  ne  dépendent  que  de  l'élément,  linéaire  de  la  surface. 
Il  montre  que,  si  une  seule  des  coordonnées  vérifie  celle  équa- 
tion, les  deux  autres  la  vérifient  aussi,  sauf  dans  le  cas  des 
cylindres.  D'où  l'explication  de  ce  fait  que  les  surfaces,  dont  on 
connaît  des  déformations  conservant  un  réseau  conjugué,  ne  dé- 
dépendenl  < | u <■  d'un  seul  paramètre,  abstraction  faite  des  para- 
mètres dé  posii ion. 
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M.  Km.  Picard  communique  la  Note  suivante  : 

Sur  la  fonction  exponentielle  ; 

par  M.  n' Au one. 

Désignons  par  M(.r,, x2,  ...,.r„),  N(.r,  ,.r2, . .., x„)  deux  fonctions 
de  n  variables  réelles,  finies  et  continues  ainsi  que  leurs  dérivées 
premières,  admettant  des  dérivées  secondes  finies  et  satisfaisant  à 
l'équation  de  Laplace 

_  dl  u        c)2  u  d'2  u  _ 

dx\        dx\  dx\ 

fonctions  qui,  d'après  un  théorème  connu  ('),  doivent  pouvoir 
cioître  indéfiniment  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  des  va- 
riables. 

Nous  allons  démontrer  que,  si  la  différence 

(1)  A  ==  eMf»',,.»'.: >■„,  _eN  (»-,.■  '•,....>„> 

est  une  constante  différente  de  zéro,  les  fonctions  M  et  N  se 
réduisent  à  des  constantes. 

En  effet,  la  différence  A  étant  une  constante  et  les  deux  expres- 
sions A'2  M,  A2N  étant  nulles,  on  a 

(2)  eM  =  eN  (1=1,-1,3 ,//) 

\  "[(£H£)'-- (Zïï 

Elevant  au  carré  et  ajoutant  les  //  égalités  (2)5  on  obtient 

I  -[(SH£)'--(£)1 

Mais,  comme  on  peut  le  voir,  les  relations  (1),  (3)  et  (4)  ne  peu- 
(■)  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  f,  p.  1 5a 


-  i) 


veut  exister  que  si  lOn  a  identiquement 


dx\  dx%  ')./„ 


M  i  a?!,  ,r2.  ,  .  .,  xn)  =  consl .,  Ni  .r, .  ./'., /•„  I        consl . 

Considérons  maintenant  la  relation 

(    >  )  eG[z)_ePl3)  _  A, 

où  G(.s)  et  P(s)  sont  des  fonctions  entières  de  la  variable  com- 
plexe z  et  A  une  constante  différente  de  zéro.  Si  G(s)  et  P(.s) 
sont  entières  rationnelles,  alors  en  dérivant  l'identité  (5)  et  sup- 
primant les  racines  communes  des  deux  polynômes  G'(z),  P'(-s) 
qui  sont  du  même  degré  de  multiplicité,  on  démontre  que  si  la 
différence  de  deux  fonctions  exponentielles,  dont  les  exposants 
sont  deux  fonctions  entières  rationnelles,  est  constante,  ces 
deux  fonctions  doivent  se  réduire  à  deux  constantes 

Si  G(z)  et  P(-s)  sont  des  fonctions  entières  transcendantes,  au 
sens  de  Weierslrass,  ce  que  nous  avons  dit  nous  permet  d'affir- 
mer  que  la  différence  eM  —  eN,  où  M  et  N  représentent  les  parties 
réelles  des  fonctions  G  (s),  P(-),  est  une  fonction  de  deux  va- 
riables réelles  à  variabilité  limitée  dans  le  sens  de  Jordan. 

Si  donc  on  pouvait  démontrer  la  constance  de  la  valeur  de  la 
dernière  fonction,  on  se  trouverait  avoir  démontré  dans  toute  sa 
généralité  la  proposition  que  nous  avons  donnée  pour  des  valeurs 
entières  rationnelles  des  exposants. 

Cette  dernière  propriété  nous  permettrait  de  démontrer  par 
voie  directe,  sans  recourir  aux  fonctions  modulaires,  un  des  théo- 
rèmes les  plus  importants  de  l'analvse  moderne,  dû  à  M.  Picard  : 

Si  une  fonction  f(z),  holomorphe  dans  tout  le  plan,  ne  prend 
jamais  ni  la  valeur  a  ni  la  valeur  b,  elle  se  réduit  à  une  con- 
stante (  '  ). 


(')  Picard,  Sur  les  fonctions  entières  {Comptes  rendus,  18-9,  ■?."  semeslre)  et 
Mémoire  sur  les  fonctions  entières  (Annules  de  l'École  Normale  supérieure; 
1880). 


—  4  — 
En  effet,  la  ihéorie  des  fonctions  permel  d'écrire 

f{z)-a=.e^\ 

d'où 

gG(s)  ,.l":    _    /,  u    —   COIISI  . 

On   aurait   donc  G=  const.,    P  =  const.   et,    par   suite,    aussi 

f\  g  i  =  const. 


SÉANCE    DU   20  JANVIER    1892. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    VICAIRE. 

Communications  : 

M.  Hermann  :  Sur  quelques  procédés  de  Cryptographie. 

M.  Antomari  :  Sur  les  podaires  et  les  courbés  polaires  réci- 
proques. 

VI.  Félix  Lucas  :  Sur  un  mode  d'intégration  de  certaines 
équations  linéaires  du  premier  ordre. 

M.  Foi  l'.i'i   fail  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  détermination  d'une  limite  inférieure  des  racines 
d'une  équation  algébrique. 

1.  Il  existe,  comme  on  le  sait,  plusieurs  méthodes  pour  trouver 
une  limite  supérieure  des  racines  d'une  équation  algébrique  et, 
notamment,  une  règle  remarquable,  dm-  à  Newton,  <|ui  présente 
l'avantage  de  fournir,  pour  cette  limite,  un  nombre  moins  grand  que 
les  autres  règles  connues.  Quant  à  la  détermination  d'une  limite 
inférieure  des  racines  d'une  pareille  équation  F(#)  o,  on  a  cou- 
tume de  la  ramener  à  la  recherche  d'une  limite  supérieure  «les  ra- 
cines de  li  •'' >  "•  Ce  procédé  indirect  esl  défectueux.  La 
limite  inférieure  qu'il  fournil  esl  toujours  négative  et  sa  valeur 
absolue  esl  généralement  plus  grande  qu'il  ne  conviendrait.  \  oici 
une  méthode,  vraisemblablemenl  nouvelle  et,  en  tous  cas,  inconnue 


dans  l'enseignement .('),  qui  ne  présente  pas  ces  inconvénients. 
Elle  jouil  en  outre  des  mêmes  privilèges  que  la  règle  de  Newton, 
donl  elle  est,  en  quelque  sorte,  l;i  contre-partie  On  la  déduit  im- 
médiatemenl  du  i  héorème  suivanl  : 

!2.  '/'ni//  nombre  qui,  substitué  à  x  dans  le  polynôme  entier 
l'i  x  i  et  dans  ses  dérivées  successives,  donne  des  résultats  alter- 
nativement positifs  et  négatifs,  est  une  limite  inférieure  des 
racines  <!<■  l'équation  r'(.r)  =  o. 

Soil  a  un  nombre,  positif  ou  négatif,  qui,  substitué  dans  le  po- 
lynôme entier  F(.r)  et  dans  ses  dérivées  successives,  donne  des 
résultats  alternativement  positifs  et  négatifs.  Nous  allons  mon- 
trer que  Y ( .r)  ne  peut  s'annuler  pour  aucun  nombre  plus  petil 
a  —  h(h  >>  o). 

On  a,  en  effel . 

F|  a  —  h)  =  F|  a)  —  h  F' (a) F"|  <i  i  —  .  .  . 

I  .  2 

/,/>         „                                                   h'" 
4-  (  —  J  )''   l'/'|  (7  )—...—(  —  I  )■"  t""i  '/  I. 

i .  -i . .  j>  i  .  •.'.  •  .  .  m 

D'une  manière  générale,  et  par  hypothèse,  F-P(ct)  esi  du  signe 
de  F(a)  ou  d'un  signe  contraire,  suivant  que/7  est  pair  ou  impair 

cl  le  ternie FP(a)  est  précédé,  dans  le  développement  pré- 

\  .■>...  ./>  l 

cèdent,  du  signe  -+-  dans  le  premier  cas,  dw  signe  —  dans  le  se- 
cond. Donc  \'{<i  —  h  )  est  une  somme  des  termes  tous  de  même 
signe  et,  par  conséquent,  ne  peut  être  nul. 

3.  La  marche  à  suivre,  pour  trouver  une  limite  inférieure  des 
racines  de  l'équation  F(#)  =  o  est  tout  indiquée.  On  part  d'un 
nombre,  aussi  grand  que  possible,  qui,  substitué  dans  F"'  '(#), 
donne  un  résultat  de  signe  contraire  à  F"'i  x  I.,  c'est-à-dire  un  ré- 
sultat négatif,  en  supposant  positif  le  terme  du  plus  haut  degré 
de  F(x)(2).  On  vérifie  si  ce  nombre  rend  positif  F/M_2( x),  ou  on  le 


(')  Cette  règle  nous  a  été  suggérée  par  le  théorème  de  Budan  et  Fourier,  comme 
on  peut  le  \ oir  dans  une  Note  insérée  aux  Nouvelles  Innales  de  Mathématiques 
(  3«  série,  t.  XI,  p.  82  ). 

{- )  On  peut  même  prendre,  comme  point  de  départ,  le  nombre  qui  annule 
la  dérivée  I'  '"    '      r). 


-  G  - 

diminue,  jusqu'à  ce  qu'il  en  soit  ainsi.  On  examine  ensuite  si  le 
nombre,  ayant  salisfait  à  eetle  épreuve,  rend  négatif  Fm-S( a?);  s'il 
n'en  est  pas  ainsi,  on  le  remplace  par  un  autre  plus  petit,  remplis- 
sant cette  dernière  condition,  et  l'on  continue  à  procéder  ainsi 
de  proche  en  proche,  sans  qu'il  y  ait  à  revenir  sur  les  essais  déjà 
faits.  On  arrive  ainsi  finalement  à  un  nombre  inférieur  aux  racines 
de  F(.r)  =  o  et  en  même  temps  aux  racines  des  équations  déri- 
vées successives  F'(.r)  =  o,  ¥"(x)  =  o,  .  .  . ,  Fl('"_1|=  o. 

Cette  méthode  offre  deux  particularités,  qui  la  distinguent,  au 
même  titre  que  la  règle  de  Newton  :  i"  elle  fournit  un  nombre 
aussi  peu  inférieur  qu'on  le  veut  à  la  plus  petite  des  racines  des 
équations  F(#)  =  o,  F' (x)  =  o,  .  . . ,  F"*"  '(#)  =  o  ;  2°  elle  permet 
d'obtenir,  dans  le  cas  d'une  équation  ajant  toutes  ses  racines 
réelles,  un  nombre  aussi  peu  inférieur  qu'on  le  veut  à  la  plus 
petite  racine  de  cette  équation. 


SÉANCE   DU  3  FÉVRIER    1892. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    VICAIRE. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  détermination  du  point  le  /dus  pro- 
bable, donné  sur  une  carte  par  des  recoupements  non  conver- 
gents. 

M.  Laisant  fait  connaître  une  autre  solution  du  problème  pré- 
cédent. 

M.  Félix  Lucas  présente  une  remarque  sur  le  même  sujet. 

M.  Humbert  :  Sur  une  propriété  de  la  surfine  de  Kummer. 

M.   kœnigs  :  Sur  les  lignes  asymp touques  des  surfaces. 

M.  Laisant  fait  la  Communication  suivante  : 

Transformation  d'un  polynôme  entier. 
Soit  un  polynôme  entier  de  degré n 

(l)  ol./'i        a,Q-\- Cl\X        a,.!1    ;    ...        <f„.r". 

que  nous  nous  proposons  (!<•  mettre  identiquemenl  sous  la  forme 

(  />,,      b\X      />,  /•(./■      ii... 
(  a  ) 

(  l> r  1 \  i      ii     ->  i      /•     i)     ...  i  /<„./■(  ./■     1 1. .  .i  ./■     "i 


—  7  — 
Si  nous  posons 


tppCa?)  =  bp-\-  bp+t(x-    p)   i-  h,, ,  ■,(.'■    -/>)(.'■      /'       i) 

-h  b„(x    -p)..    {x      i>    ;- 1  i        (p  =  i,  2, . . .,  n) 


I  i, 

nous  a\ ons  é\  idemmenl 


(6o  =  ?(o).         6,=  oi(i),         62=?s(a),         

(  i  ) 

[  b,,=  <?p(p) &„  —  œ„ (  «  ,i ; 

les  fonctions  ©j,  cp23  •  •  •  sont  en  outre  liées  par  les  relations 

(0)  ?/>+l  =  — ~ —  (/>=!,»,  ...,»). 

a?—  p 

Le  polynôme  s(.rN)  étant  donné  sous  la  forme  (i),  on  pourrait 
donc,  au  moyen  de  ces  relations,  déterminer  successivement  les 
fonctions  co  | ,  (p2,  •  •  •  •>  ®«  et,  parconséquent,  obtenir  ainsi  lesdivers 
coefficients  /;„,  />,,  .  .  . ,  &„  par  les  formules  (4). 

Il  est  possible  d'arriver  à  une  solution  plus  directe,  et  peut-être 
plus  élégante,  en  ne  faisant  figurer  que  les  fonctions  <p  dans  les 
diverses  expressions  de  b0,  bl}  .  .  .,  b„.  Si,  en  effet,  nous  calcu- 
lons les  premiers  de  ces  coefficients,  nous  trouvons  très  facile- 
ment 

60=  <?  (o), 

b\—  ç>i(i)  =  <?(  i)  —  tf(o), 

ç(2V—  2o(l)-+-Cp(o,> 
6»2  =  02(2)  =   -^ pf— ' > 

valeurs  qui  peuvent  s'écrire  symboliquement 


&0=[<p_,]0,  61=.[?._,]t,  &2=   _[*_!]*,  .... 

avec  cette  convention  que  toute  puissance  de  cp,  telle  que  cp'",  sera 
remplacée  par  çp(/w)  dans  les  résultats  développés,  et  que  l'unité 
sera  remplacée  par  0(0). 

On  peut  arriver  à  démontrer  que  la  loi,  qu'on  prévoit  par  induc- 
tion, est  complètement  générale,  c'est-à-dire  qu'on  a  symbolique- 
ment 

(G)  bp=<?/,(p)=  -L  [?       .|/- 

pour  toutes  les  valeurs  entières  de  />  jusqu'à  //  inclusivement. 


—  s  — 

Pour  \  parvenir,  nous  supposerons  la  formule  (6)  vérifiée  jus- 
qu'à la  valeur/?  —  r,  et  nous  remarquerons  en  outre  que,  d'après 
hi  définition  même  de  la  fonction  of>(j'),  on  peul  écrire 

o(x)  =  b0-h  bt.r  ■+-  b%x{  x    -  i  )  -+-  .  . . 

■+-  b})-i  x(x  —  l)...(.r  —  p  ■+-  1  )  -+-  ./•  (x  —  l)  . . .  (x  -  -  [>  -+-  Il  O,,  I  ./'  i . 

c'est-à-dire,  d'après  nos  hypothèses, 

?(3?;  =  cp(o)+  -  [cp-ljH ^ [«?     -l]2-H... 

./•(./•      i)...(.r  —  p-+-a)  .  .      ,         .  .        .  ,       ,   . 

/,_,,)■ [?  — i]/J    l-Ha:(a?  — i)...(ar— jB-f-i)«pj,(ar). 

Si  nous  remplaçons  dans  celle  formule  x  par  y?,  elle  donne 

j   o(/>)=cp(o)  +  ^|o-.j^y^"-^[?-,j^  +  ...H-/?[?-IJ/'-' 
(  7  )  \  '  2  ■ 

\  +/»!-?p(/»)- 

Ajoutons  à  la  première  ligne  et  retranchons  à  la  seconde  le 
lerme  \o  —  i]/\  La  première  ligne  pourra  alors  s'écrire  symboli- 
quement [i  +  <?  —  i]p',  et?  comme  les  calculs  de  réduction  des 
coefficients,  une  fois  les  développements  effectués,  sont  identi- 
quement les  mêmes  que  pour  des  calculs  de  puissances,  il  s'ensuil 
que  ce  développement  symbolique  [t  +  çp  —  i]^  se  ramènera  bien 
réellement  à  ['^]p,  ou  sp(/>)  en  vertu  des  conventions  f';iiies.  La 
relation  (7)  devient  donc 


tp (j>)  =  <?(jt>)  —  [cp  —  1  ] P-\-p !  fp  1  /'  ) 


ou 


(8)  ?/-</')-  &/;  =  -j  [?  —  i]p, 

ce  qui  établit  bien  la  généralité  de  la  loi  vérifiée. 

11  esi  évident  que  &0=a0=œ(o).  On  a  aussi  b,n—  am,  à  cause 
de  l'identité  des  deux  formules  (1)  cl  (2). 

Enfin,  pour  une  valeur  de  />  supérieure  à  ///,  le  coefficient  bp 
correspondant  esl  nul.  I';ir  conséquent,  la  formule  symbolique 

donne  \v>  coefficients   l>r  de   \<\  formule  (2)   pour  /><^/>>.   Elle 
donne  am  pour  />       ///  et,  enfin .  pour  p       w,  on  a  [f  —  i]'      0. 
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La   formule  (a)   peut   s'écrire,  d'après  ce  que  nous  venons  <l< 


\  oir, 

x{x_       l) 

■>:. 
./■{./•  —  1 1 . . .  i  ./■     a     ii 


|   a(a?)       <p(o)H-a?[«p  —  i, 
(9) 


-1- 


Si  l'on  y  remplace  x  par  —  ./•,  elle  devient 

\  «p(— a?)=  ?(o)  —  *[<p  — i]'        — ^j —  [<?  —  i]2  — ... 

(  mi 

I  x{  x  -+- 1)  .  . .(  x  --  n  —  i)  . 

(  +.(-,,«_  —A-  J[cp_    i]n. 

Par  suite  nous  avons,  pour  toutes  les  fonctions  paires,  une 
nouvelle  forme  de  la  fonction  ¥>(#)  au  moyen  de  cette  relation  |  io); 
et,  en  changeant  Ions  les  signes  du  second  membre,  nous  avons 
un  développement  s'appliquant  aux  fonctions  impaires. 

La  soustraction  des  relations  (9)  et  (10)  dans  le  premier  cas, 
l'addition  dans  le  second,  nous  donnent  donc  les  deux  proposi- 
tions suivantes  : 

v(x)  étant  un  polynôme  entier  ne  contenant  que  des  puis- 
sances paires  de  x,  le  développement  symbolique 

2[cp  —  ipa?  —  — — j— -  [x(x  —  1  )  —  a?(  ./•  -  -  1  )| 

[  O  —  I  |3 

\.r(.r  —  1  M./-  —  2  1  -+-  a?(a?  -4-  ni/  —  1  )]  -r-.  .  . 


3! 


es/  identiquement  nul. 

®(x)  étant  un  polynôme  entier  ne  contenant  que  des  puis- 
sances impaires  de  x,  le  développement  symbolique 


\fi>  —il3 

+  '  '      ,     -  [>(./•  —  \)(.r  —  1)  —  .r(.r  -h  l)(a?  +  î)]+... 

f.çf  identiquement  nul. 

Note.  —  Le  problème  qui  fait  l'objet  de  celle  Communication 
a  déjà  été  résolu  par  M.  Maurice  d'Ocagne,  en  suivant  une  voie 
différente  {American  Journal  of  Mathematics,  vol.  \III,  n"^). 


—   10  — 

La  solution  de  M.  d'Ocagne  repose  sur  l'emploi  des  nombres  re- 
marquables k.^,  qu'il  a  imaginés  cl  étudiés  dans  de  très  intéres-  ' 
sants  Mémoires.  La  formule  «à  laquelle  il  arrive,  les  notations  étant 
les  mêmes  que  dans  la  présente  Communication,  est  la  suivante  : 
bp  =  KJJ  a,,-+-  Kg+1  eip+i H-  . .  .  +  K£aA. 

En  remplaçant  les  nombres  K£,  par  leurs  valeurs  explicites  en 
fonctions  de  m  et  de/?,  valeurs  données  par  M.  d'Ocagne  dans 
son  Mémoire  Sur  une  classe  de  nombres  remarquables  (Ame- 
rican Journal,  i  88-,  p.  35?),  on  retrouve  précisément  la  formule 
symbolique  (6)  établie  ci-dessus. 

Celle  dernière  offre  donc,  par  une  marche  inverse,  un  nouveau 
moyen  d'obtenir,  en  fonction  de  m  et  de/?,  l'expression  explicite 
des  nombres  k^. 

SÉANCE   DU    17   FÉVRIER    1892. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   VICAIRE. 

Elections  :  M.  Demoulin,  présenté  par  MM.  d'Ocagne  et  RafTy; 
M.  Hermann,  présenté  par  MM.  Désiré  André  et  Kœnigs,  sont 
élus  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Nouvelle  construction  du  point  le  plus  pro- 
bable déterminé  sur  une  carte  par  des  recoupements  non  con- 
vergents. 

M.  Lemoinc  développe  certaines  considérations,  tendant  à  con- 
stituer une  sorte  d'art  des  constructions  géométriques,  au  point 
de  vue  de  la  simplicité  et  de  l'exactitude  du  tracé. 

M.  Félix  Lucas  communique  la  Note  suivante  : 

Vote  relative  au.r  points  centraux. 
Soil 

(i)  ./i  s)  =  (*  —  zt)(z  —  *,)•••(*—  *p)  =  ° 

l'équation  d'un  système  plan  de  />  points  quelconques.  Je  regarde 

ces  points  comme  matériels  el  ayanl  l'unité  de  masse. 

En  égalant  à  zéro  les  dérivées  successives  de  /*(-),  nous  ob- 
tiendrons les  points  centraux  d'ordres  successifs  du  système  de 
points  considérés. 


Il 

Soit  S,  la  somme  des  racines  zt,  22,  •••,  :p]  le  point  central 
d'ordre  (p- —  i),  <|iii  se  détermine  en  annulant  la  (/> —  Aième  (|(-._ 

S 
rivée  de  f(z),  a  pour  coordonnée  affixe  —  ;  c'est  le  centre  de  gra- 
vité G  du  système  proposé. 

Soit  So  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  racines  zt, 
z-2,  .  ..,  zp  ;  les  deux  points  centraux  d'ordre  (  p  —  2),  dont  l'é- 
quation s'obtient  en  annulant  la  [p  ■ —  a)""11'  dérivée  âe.f(z),  ont 
pour  coordonnées  alïixes  les  deux  racines  de  L'équation 

(  2)  P(p-t)  .,_  (jp  _  l)SlX  +  S,  =  o; 

le  milieu  de  ces  deux  points  coïncide  avec  G,  en  sorte  que  la 
droite  qui  les  joint  passe  par  le  centre  de  gravité  du  système  pro- 
posé; il  s'agit  de  caractériser  la  direction  de  celte  droite. 

A  cet  effet,  supposons  que  le  point  G  ait  été  pris  pour  origine 
des  coordonnées  et  que  l'axe  des  x  ait  été  dirigé  suivant  la  droite 
considérée;  dans  cette  hvpothèse,  St  sera  nul,  et  S2  devra,  d'après 
l'équation  (2),  être  réel  et  positif.  Or  on  a 

S2  =  V  -w  S,i  =  ?\Xin-±-yin  V7—  '  )  ixu  ^  y  il  \l  —  1  ) 

=  2 (  xm xn  —  y„,yn  )  +  /-i2|(j" m  yn  ■+■  xn ym ) ; 

on  doit  donc  avoir 

o  ="V  <  xm  y„  ■+■  xn  y,n  ), 

ou,  ee  qui  revient  au  même,  puisque  la  somme  St  est  nulle, 


il  en  résulte  que  l'axe  des  x  se  trouve  en  coïncidence  avec  un  des 
axes  principaux  d'inertie  du  système  de  points  proposés.  Par  con- 
séquent, la  droite  qui  joint  les  deux  points  centraux  d'ordre 
(p  —  2)  d'un  système  plan  de  p  points  est  dirigée  suivant  un 
des  axes  principaux  d  inertie  de  ce  système. 
On  en  déduit  ce  théorème  : 

Un  système  plan  de  points  et  les  systèmes  de  ses  points  cen- 
traux successifs  adnwti eut  les  mêmes  directions  principales 
d'inertie. 


—    1^2  — 

Pour  que  L'ellipse  d'inertie  du  système  de  points  considéré  de- 
vienne un  cercle,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  points  centraux 
d'ordre  {p  —  2)  coïncident.  Ou  a  alors,  en  plaçant  l'origine  des 
coordonnées  au  centre  de  gravité,  el  quels  que  soient  les  axes  rec- 
tangulaires des  coordonnées, 

S2  =    ►   z,n  :■„  -  0 

ou,  ce  qui  revienl  au  même, 

s  ;.;„  -  o. 
De  là  ce  théorème  : 

Pour  que  l'ellipse  d'inertie  d'un  système  plan  de  points  soit 
une  circonférence,  il  faut  et  il  su/fit  une  la  somme  des  carré* 
de  leurs  coordonnées  a  (fixes,  relativement  ii  deux  a. ces  rec- 
tangulaires quelconques  passant  par  leur  centre  de  gravi  lé, 
soit  identiquement  nulle.  Dans  ce  cas,  tous  les  systèmes  de 
points  centraux  des  divers  ordres  admettent  des  circonfé- 
rences pour  ellipses  d'inertie. 

M.  Laisaat  communique  la  Note  suivante  : 

Note  relative  au  symbole  /',  et  en  général  et  l' opérai  ion  pi. 

Sous  le  titre  de  Théorie  des  acceptions,  il  a  paru,  en  [891, 
un  Volume  de  AI.  Evrard,  ingénieur  des  Pouls  el  Chaussées  en 
retraite,  et  qui  contient  surtout  I  expose'-  des  travaux  de  feu 
M.  L'abbé  George  sur  les  imaginaires.  Ce  Livre  renferme  des 
choses  intéressantes,  el  montre,  notamment,  (pie  M.  L'abbé 
George  avail  reconstitué  presque  intégralement,  sans  la  connaître 
en  aucune  façon,  la  doctrine  due  an\  travaux  il  Argand,  de  Mou- 
rez .  de  Cauchv  el  de  lîellavilis. 

Mais,  à  côté  de  déductions  rigoureuses,  l'auteur  a  commis,  à 
noire  avis,  une  erreur  fondamentale  en  voulant  donner  au  sym- 
bole î'  (ou  1  1  )  une  signification  géométrique  arbitraire,  el 
en  essayanl  de  créer  ainsi  une  Ugèbre  des  faits  de  l'espace, 
fondée  sur  les  opérations  auxquelles  il  sou  nui  ce  symbole.  Comme 
beaucoup  d'auteurs  qui  se  mhii  livrés  à  des  tentatives  analogues, 
il  arrive  à  des  résultats  géométriques  exacts;  mais  ce  succès, 
qu'on  peui  atteindre  de  bien  des  manières,  n'esl  obtenu  qu'au 
pn\  d'une  affirmation  qui  renverserail    toute  l'analyse,  lui  enlè- 
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vernit  s;i  généralité,  et  rendrait  impossible  !<•  calcul  des  imagi- 
naires, au  moins  dès  qu'il  s'agil  <lr  fonctions  exponentielles  ou 
logarithmiques. 

En  particulier,  el  l'on  peul  dire  que  toute  la  théorie  des  accep- 
tions repose  là-dessus,  l'auteur  conteste  avec  grande  énergie  l'iden- 

_% 
lilé  bien  connue  /'=  e    2. 

Peut-être  n'est-il  pas  inutile  de  revenir  encore  une  fois  sur  ce 
sujet,  pour  essayer  d'éclaircir  certains  points  qu'en  général  on  ne 
précise  pas  assez.  Au  fond,  comme  on  va  le  voir,  la  question  est 
cependant  bien  simple. 

Si  l'on  veut  que  le  calcul  analytique  soil  possible,  il  faut  ad- 
mettre, par  définition  ou  par  convention,  les  identités 

V« ,\<:  =  AJ!  +  <:,         (  A"  fi  =  A.BC,         (  Ali  f  =  A,:  IV-. 

Ceci  posé,  cherchons  la  signification  de  ///,  j>  et  </  étant  deux 
quantités  imaginaires. 

Appelons  respectivement  a  et  b  les  modules  de/?  et  de  ry  ;  puis  a 
et  fi  les  arguments  des  mêmes  quantités.  11  faut  bien  remarquer 
qu'une  quantité  imaginaire  quelconque  a,  non  pas  un  argument 
unique  tel  que  a,  mais  une  infinité  d'arguments  compris  dans  la 
formule  2/,-+ a.  Dans  nos  résultats,  il  faudra  donc,  si  l'on  a 
donné  les  quantités  sans  préciser  leurs  arguments,  remplacer  a  et  |ii 
par  2Â-n:  -+-  a  et  '.ik'tz  -+-  |j,  /,•  et  k1  étant  deux  nombres  entiers,  po- 
sitifs ou  négatifs,  indéterminés. 

Nous  avons 

p  =  ae'*,        g  ==  6(cos|3  -+•  i  sin  (3) 
el ,  par  suite, 

^<7  =  (ae'a)6cosP+i6sinP 

a  est  un  nombre  positif  qui  peul  s'écrire  el" .  Alors, 

p</  =  gblacosfi  +  ibla  sin  [i  +  i-xb  cos  J3  —  aAsin  (3 
__  ebl/m-o>  [i  —  a  sin  [i)eib{/usin  [i  4-  acosP)_ 

Ainsi  pi  est  une  quantité  imaginaire  dont  le  module  et  l'ar- 
gument se  présentent  sous  les  formes 

eft,/acosp     xsinP)     ,.,     b(la  sinP  -4- a  cos  P). 

Mais,  si  l'on  s'est  contenté  de  donner  les  quantités  p  et  y,  sans 
préciser  leurs  arguments,  il  reste,  comme  nous  l'axons  dit  plus 
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haut,  une  indétermination,  >i  bien  qu'il  faul  remplacer  «  et  fi  par. 
leurs  valeurs  plus  générales  aA-rc-t-a,  'ik'--\-fi.  En  ee  qui  con- 
cerne  3,   cela  ne  changera  rien,  les  lignes  sin  fi  el  cosj^  figurant 
seules.  Pour  a,  au  contraire,  la  modification  sera  réelle,  et  il  faut 
constater  que  le  module  de  pi  sera  le  nombre  (positif)  avant  pour 

logarithme 

1)  \  la  cos  3  —  i  ■->.  kiz-h  a  )  sin  3  ] , 

et  que  l'argument  sera 

b[la  sin  3  +  (aihc  +  a)  cos  3]. 

Alors/??  représente  non  pas  M/ie  quantité  imaginaire,  mais  une 
infinité  de  quantités,  dont  les  modules  différents  forment  une 
progression  par  quotient,  et  les  arguments  une  progression  par 
différence.  De  même,  par  exemple,  dans  l'Algèbre  élémentaire, 
on  voit  le  svmbole  \  i  représenter  deux  quantités  différentes, 
H-  i  et  —  i . 

Si,  en  particulier,  on  suppose  a  =  b  =  i  et  a==  {3  =  -  ,  c'est- 
à-dire  p  =«,  q  =  i,  on  a 

Ce  svmbole  /'  représente  donc  une  infinité  de  quantités  foules 
réelles,  formant  une  progression  par  quotient  dont  la  raison 
est  e2lî. 

■K. 

L'une  seulement  de  ces  quantités  est  e  2,  et  c'est  un  tort,  en 
effet,  d'écrire  sans  autre  explication 


Si   l'on   représente    par  y  ce    nombre  e    ',    /'  représente   l'un 
quelconque  des  termes  de  la  progression 

f  ii  -  .,    , 


Il  est  possible,  par  un   tel  symbole  exponentiel,  de  représenter 

aussi  une  progression  géométrique  quelconque  à  termes  positifs. 

Soient,    en  effet,  f  l'un   des   termes  et  g  la    raison.    Posons. 

comme    plus    haut,    a=i,    p=-j    et,    en    outre,    a  —  •>. -■    • 
£>  = lg^  ce  qui  donnera  toujours,  pour  A.  un  résultai   posi- 
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lif,  g  pouvant  rire  pris  plus  petit  que  l'unité.  La  formule 

/>•/     ou     (  c'^'V" 
représentera  l'un  quelconque  des  termes  de  la  progression  donnée 

'  '  '  '      T77»  '      17  '     •/"'     •^     J*''      

8  s 

On  vérifie,   en  effet,   qu'en    laissant  à   a  son   indétermination, 

l'expression  pt,  d'après  les  valeurs  ci-dessus,  se  réduil  à 

elf+klg  —  /%,/,_ 

M.  Lucien  Léyy  fuit  la  Communication  suivante  : 

S'///-  certaines  surfaces  formant  des  systèmes  triplement 

orthogonaux. 
Soient 

dz  Oz 


te  °y  ^l-+p*+qt 

A  —  (i  -i-  qi)s  —pqt,         G  =  pqr  —  (  r  -t-/>2  ).v, 
B  =(H-  p»)*_  (n-gri)r. 

Toute  solution  de  l'équation  de  M.  Maurice  Lévy 

A h  B  - — ç h  G  -— -  =  o 

ux-  ux  oy  oy- 

donnera,  d'après  une  remarque  de  M.  Darboux,  une  surface  qui, 
par  une  translation  parallèle  à  O^,  engendre  une  famille  de 
Lamé,  c'est-à-dire  une  famille  de  surfaces  faisant  partie  d'un  sys- 
tème triplement  orthogonal. 

J'ai  fait  connaître,  au  mois  de  juin,  une  solution  contenant 
deux  fonctions  arbitraires  :  ce  sont  les  surfaces  à  lignes  de  cour- 
bure situées  dans  des  plans  perpendiculaires  à  O;.  Quelques 
jours  plus  tard,  M.  Petot,  par  une  1res  ingénieuse  transformation 
géométrique,  trouvait  un  certain  nombre  de  solutions  nouvelles, 
et  signalait  aussi  celle  que  je  viens  de  rappeler. 

Je  veux,  aujourd'hui,  faire  connaître  toutes  les  surfaces  enve- 
loppes de  sphères  qui  jouissent  de  la  même  propriété.  Dans  les 
solutions  que  je  vais  indiquer,  il  subsiste  une  fonction  arbitraire. 

i°Les  surfaces-canal,  enveloppées  par  une  sphère  dont  le  centre 
décrit  une  courbe  plane  arbitraire  située  dans  un  plan  perpendi- 
culaire à  Oz.  Cette  solution  était  à  peu  près  évidente. 
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'.  Les  périsphères  symétriques  par  rapport  à  un  plan  passant 
par  Os.  La  directrice  est  encore  quelconque;  l'équation  différen- 
tielle ordinaire,  qui  fait  connaître  la  loi  de  variation  du  rayon  de 
la  sphère  enveloppée,  est  susceptible  d'une  Interprétation  géomé- 
trique :  les  cvlindres  de  révolution,  qui  ont  pour  bases  les  diffé- 
rentes lignes  de  courbure  circulaires,  interceptent  sur  l'axe  Oz 
une  longueur  constante. 

3°  Les  enveloppes  de  sphères,  dans  lesquelles  chaque  sphère 
louche  son  enveloppe  suivant  une  circonférence  de  rayon  nul. 
Ces  surfaces  se  réduisent  à  une  courbe. 

M.  I\\ifv  fait  la  Communication  suivante  : 

.S'///-  certaines  surfines  spirales. 

Comme  on  connaît  les  géodésiques  des  surfaces  de  révolution, 
on  sait  intégrer,  quel  que  soit  m,  l'équation 

(  |i  P2H      P'2  -   COS2'"-2   — , 

/// 

dont  dépendent  les  géodésiques  des  spirales  applicables  sur  le> 
surfaces  de  révolution.  On  sait,  d'autre  part  (Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences,  t.  CXIf,  p.  i  !»2i),  que  la  détermination 
des  spirales  d'élément  linéaire 

(2)  '/.s-  -  e*vUa(du*-h  dv1) 
revient  à  l'intégration  de  l'équation 

(3)  A«(*J-f.x'0«)=  *»U«       I  '«. 
Supposons  que   l'on   prenne 

(    ',  )  I  COS*    —,  A>-   -     JL. 

L'équation  (3)  devient 

(5)  «g  -+-  z\r        cos     -    • 

> 

On  voit  qu'il  suffit  de  faire  am  =  3  pour  identifier  (1)  et  (5). 

<  )n  connaît  doue  une  série  simplement  infinie  de  spirales  admet- 
tant I  élément  linéaire  1  2)  dans  l'hypothèse  |  j  \. 
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SÉANCE   DU  2  MARS   1K(J2. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    VICAIRE. 

Communications  : 

M.  Laisant  :  Sur  les  points  centraux  tirs  systèmes,  de  points 
dans  V espace. 

M.  Lélix  Lucas  démontre  la  proposition  suivante  : 

Si  la  loi  d'un  mode  de  fonctionnement  d 'une  machine  dy- 
namo peut  s'exprimer  au  moyen  d'une  équation  algébrique 
concrète  à  trois  termes  entre  deux  variables,  on  peut  toujours, 
en  remplaçant  les  variables  concrètes  par  des  variables  arbi- 
traires qui  leur  sont  proportionnelles,  transformer  celte  équa- 
tion concrète  en  une  équation  purement  numérique,  absolument 
indépendante  des  éléments  concrets  de  Ici  machine  considérée . 


SÉANCE    DU    16   MARS    189-2. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    VICAIRE. 

(  ' ommunications  : 

M.  Carvallû  :  Sur  les  lois  abstraites  du  fonctionnement  des 
machines. 

M.  [omet  :  Sur  la  génération  des  congruences  du  premier 
ordre  et  de  classe  quelconque. 

M.  Félix  Lucas  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  l'ellipse  centrale  d'inertie  d'un  système  plan  de  points 
matériels  de  même  masse. 

Etant  donné  un  système  plan  de  p  points  matériels  P,  ayant  tous 
l'unité  de  masse,  j'ai  démontré  précédemment  que  la  droite  de 
jonction  des  deux  points  centraux  d'ordre  \p — 2)  coïncide 
avec  l'un  des  axes  de  l'ellipse  centrale  d' inertie  du  système. 
Si  l'on  désigne  par  .M  la  somme  des  affixes  z„  des  p  points  pour 
un  système  quelconque  d'axes  rectangulaires,  et  par  N  la  somme 
des  carrés  z*  de  ces  affixes,  on  déterminera  les  âeiw  points  cen- 
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traux  dont  il  s'agit  par  l'équation 

(O  -=2 S  H :    =  O. 

P  P(P  —  l) 

Lorsque  l'origine   des  coordonnées  coïncide  avec  le  cenlre  de 
gravité  G  des  points  P,  le  paramètre  M  est  nul  et  l'équation  ci- 

dessus  se  réduit  à 

N 

(2) 


P(P  —  *) 

Supposons  que  l'axe  des  x  se  trouve  dirigé  suivant  la  ligne  de 
jonction  de  ces  deux  points;  z  deviendra  égal  à  leur  demi-distance 
R  ;  N  deviendra  égal  à/?(B2  —  A.2),  A  et  13  désignant  les  rayons  de 
giralion  principaux  relatifs  à  GX  et  à  GY;  nous  aurons  donc 

(3)  (p  —  i)R2=B*—  A*. 

Cette  formule  indique  que  c'est  toujours  arec  le  grand  axe  de 
l'ellipse  d'inertie  que  coïncide  la  droite  de  jonction  des  deux 
points  centraux  d'ordre  (p — 2).  Elle  montre  en  outre  que  la 
différence  des  carrés  des  rayons  de  giralion  principaux  est 
égale  à  (p  —  1)  fois  le  carré  de  la  demi-distance  des  deux 
points  centraux  d 'ordre  (p  —  2). 

Pour  que  l'ellipse  principale  d'inertie  devienne  une  circonfé- 
rence, il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  (1)  ait  ses  racines  égales, 
c'est-à-dire  (pie  l'on  ail 

(4)  M^-P\. 

Supposons  que  cette  condition  soit  remplie  et  remplaçons  le 
point  P„,  dont  l'affixe  est  :■„,  par  le  point  P,',,  dont  l'affixe  est 
'■/i^-^./f  Les  paramètres  M  et  N  seronl  respectivement  remplacés 
par  (M  -t-  £„)  et  par  (N  -+-  2ZnÇ„  -f-  Ç*);  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  celle  déformation  du  système  de  points  n'em- 
pêche p;is  l'ellipse  principale  d'inertie  d  être  une  circonférence 
sera 
(  5  )  (/>  — 1)£»  ■+■  x  (p  zn  —  M)  =  o. 

aucune  hypothèse  particulière  n'ayanl  été  faite  sur  le  choix  des 
;i\es,  nous  pouvons  placer  l'origine  au  centre  de  gravité  (■  des 
I K  o  ni  s  I  ',  de  manière  à  annuler  M;  nous  aurons  alors 

!  /' 

(6)  '      za. 

I>  —  1 
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On  obtient  par  conséquent  P),  en  prolongeanJ  La  droite  P/,G  de 
la  longueur 

GP;t  =  £^i  GP„. 

En  faisant  occuper  par  les  points  P  les  sommets  d'un  polygone 
régulier,  on  peut  obtenir,  par  des  déformations  successives,  di- 
verses figures  dont  les  ellipses  centrales  d'inertie  sont  des  circon- 
férences. 

M.  Guimakaks  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  Irais  normales  spéciales  à  l'ellipse. 

1.    Le  point  de  déviation  ma  xi  ma  étant  défini  par 

/~~â~  ,      /~b~ 

\    a  -+-  b  J  y    a  -h  b 

la  normale  en  ce  point  a  pour  équation 

x  y  a  —  y  \'b  =  -— ■====_ , 
\j  a  -+-  b 

et  les  segments  ON  et  ON'  que  cette  normale  intercepte  sur  les 
axes  sont 

c2  r2  r"- 

ON=  =,  ON'  =    ; NN'=-^. 

/«(,«-!- 6)  \'b{a-vb)  <Jab 

Le  triangle  ONN' étant  rectangle,  on  obtient,  en  vertu  du  théo- 
rème de  Stewart  ('),  D  étant  un  point  quelconque  sur  NN', 

(i)  ÔY\D\2+-  ÔN2.bV2  =  N\~'2.ÔÎ32. 

Si  le  point  D  est  au  milieu  de  NN',  on  a 

ÔN2+Ô\~'2=4Ôd\ 
d'où 

fa)  OD=-^L, 

et 


(')  Voir  7T/  Progreso  matematico,  i.  I,  p.  ig5. 


—  20  - 
Si  OD  est  perpendiculaire  à  NN',  la  formule  (i  )  devienrl 

ON2  .ON'2  =  ÔD2  .N\\ 


d'où 


OD  = 


a-r-b 


2.    La  normale  au  point  défini  par  les  coordonnées 

ab 

x=y=  -  , 

S/a*-^  b* 

qui  est  le   point  d'intersection  de  l'ellipse  avec  tin  vecteur  faisant 

avec  le  grand  axe  un  angle  ~  ,  a  pour  équation 


a2x —  b*y 


ibc'2 


d'où 


ON  = 


\/a'l-h  b- 


bc* 


a  \J al-\-  b'1 


ON'  = 


ac* 


b  /a*  -+-  fr 


NN'i 


C1  v/a4_|_èi 


y/«2  .+.  &à        ai 


Si  OD  est  aussi   perpendiculaire  à  NN',  on  voit  que  la  relation 
(i)  devient 

on2  .on"'2  =  od2  .m1'1 , 


d'où 

(3. 
et 


OD 


abc* 


yJa--\-  b-  \Ja'*  -+-  b'1 
tangDOA  =  — • 


3.   La  normale  au  point  défini  par  les  coordonnées 
«2  b* 

y  = 


/a*+  6* 

a  pour  équation 

a-—  y 

d'où 

ON  -  ON'- 

c» 

v/a*-+-6» 


y/a2 -h  6* 


\/a2  -+-  6* 


NN'=ONVâ  =  v/a 


/a"  -+-  6* 


c'est-à-dire  que  le  triangle  rectangle  ONN'  esl  isoscèle,  et  la  for- 
mule (  i  )  devient 

DN2h    h\        aÔD*. 
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Si  D  est  au  milieu  de  .YY,  on  trouve 

(4)  0D  = 


v'>.  /a2-*-  62 

et  le  triangle  ODN  est  rectangle  en  D  et  isoscèle,  ce  qui  est  évi- 
dent, et  par  suite  l'angle  que  01)  fait  avec  le  grand  axe  est  y  On 

voit  donc  qu'il  est  toujours  possible  de  mener  une  normale  par  un 
point  D  porté  sur  le  plan  d'une  ellipse,  si  sa  distance  OD  au  centre 
O  est  exprimée  par  une  des  formules  (2),  (3),  (4)  et  si  OD  fait  avec 

le  grand  axe  un  angle  dont  la  tangente  soit  i/  7  »  — ->  1  respective- 
ment. 

M.  A-ppell  adresse  la  INote  suivante  : 

Sur    une    transformation    de    mouvement    et    les    invariants 
d'un  système  en  Mécanique, 

Je  me  propose  d'indiquer  brièvement  la  démonstration  d'un 
théorème  qui  se  trouve  énoncé,  à  la  suite  d'une  remarque  de 
M.  Goursal,  dans  un  article  Sur  V homographie  en  Mécanique, 
que  j'ai  publié  dans  le  tome  XII  de  Y  American  Journal,  et  d'en 
déduire  la  notion  d'invariants  d'un  système.  M.  Dautheville  et 
moi  avons  donné  des  cas  particuliers  de  ce  théorème  {Annales 
de  V Ecole  Normale,  t.  VII,  1890;  American  Journal,  t.  XIII). 

Soit  un  système  matériel  dont  la  configuration  est  définie  par 
k  paramètres  «y,,  q%, .  . .  ,  q^.  Les  équations  du  mouvement  de  ce 
système  sous  l'action  de  forces  arbitraires  ne  dépendant  que 
de  sa  position  sont 

dq* 

**  =  -&' 

Qa  ne  dépendant  que  de  q , ,  q>,  . . .  .  q/(.   Pour  un  deuxième  système 

dont  la  configuration  est  définie  [>ar  k  paramètres  rf,r.2 /•/,,  on 

aura  de  même  en  appelant  /,  le  teni|>> 


d(<n\ 

r/T 

<Jq% 

Q 

<7/i  \  dr'   '        dra  '  %        dti 


iL  l  d±\-  El  -  R 

dh\dr'J        &ra  *' 

On  transformera   l'un  des  mouvements  dans  l'autre,  si  l'on   peut 
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trouver  des  fonctions  »a  et  X  de  «y,,  gr2, . . . ,  g^  telles  qu'en  posant 

ra  =  fa(<ïu  </2,..-,  Çk),        dtx  =  Xefe, 

les  équations  (i)  se  transforment  en  (2).  On  aura  alors  des  iden- 
tités de  la  forme 

i=t 

Les  coefficients  P-°"  ne  dépendent  que  de  /•,,  /;>,... ,  r*,  et  non 
de  leurs  dérivées,  comme  on  le  voit  en  identifiant  les  termes 
contenant  les  dérivées  secondes.  L'expression  <I>a  ne  contient  pas 
de  dérivées  secondes,  mais  chacun  de  ses  ternies  contient  des  déri- 
vées premières.  Si  la  transformation  est  possible  quelle  que  soit 
la  loi  des  forces  agissant  sur  l'un  des  systèmes,  il  faut  (\n  elle 
annule  <I>a,  car  autrement,  d'après  les  équations  (1)  et  (a),  les 
Qa  contiendraient  des  dérivées  dans  leurs  expressions,  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse.  Alors,  les  <ï>a  étant  nuls,  les  identités  (3) 
montrent  que  la  transformation  transforme  un  mouvement  du 
premier  système,  lorsque  ce  système  n'est  sollicité  par  aucune 
force  (ce  qu'on  peut  appeler  un  mouvement  géodéslque  du  pre- 
mier système),  en  un  mouvement  analogue  du  second.  Pour  que 
cette  transformation  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  certains 
invariants  soient  égaux. 

Nous  donnerons  prochainement  les  expressions  île  ces  inva- 
riants, qui  se  rattachent  aux  recherches  de  M.  Bel  tram  i. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Détermination  de  l'élément  linéaire  des  surfaces  spirales 
à  lignes  d'égale  courbure  parallèles  ;  par  M.  L.  Raffy. 

I.    L'élément  linéaire  d'une  spirale  étanl  réductible  à  la  forme 

(il  ,ls-      (da*  ,   rfp»)  eMAt«>rfJt, 

il  faut  <l  abord  déterminer  la  fonction   \  de  manière  que  les  lignes 
d'égale  courbure  1  li,  1!^      const.)  soient  parallèles. 
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La  courbure  totale,  égalée  à  une  fonction  d'un  nouveau  para- 
mèl re  //.  nous  donne 

(2)  A'  e~P-  /*«*«=  e-1'-"", 

relation  qui  revient  à  celle-ci 

p  =  U0(«)-4-  logA'—  fkdx. 

Dès  lors  l'élément  linéaire,  exprimé  en  u  et  a,  prend  la  forme 

^=A'U'02elW/«2  +  2AY^-.\]  \j'0ev»duda  ■+-  A'  17  J>  —  aV-4-  i  I  e^Wa^. 


En  vertu  cle  l'identité  générale 

E  G  —  F2 


F  fl?a2  -4-  2  F  du  d%  -4-  G  c/a2  = 


rf«2  -4-  7=;  (  F  <:/w  -4-  G  c?«  )2 , 


nous  pourrons  récrire  comme  suit  : 

U'n'elWu> 

as1  = 


(3)    < 


i[«?-*)H 

Heu„A'— ^ k- 


.V" 
A"' 


A     +, 


/  A" 


L  '  du 


A  )    -Kl 


A" 


rfa 


et  la  surface  sera  rapportée  aux  lignes  d'égale  courbure  u  =  const. 
et  à  leurs  trajectoires  orthogonales.  Ces  trajectoires  étant,  par 
hypothèse,  des  géodésiques,  la  fonction  U0  doit  pouvoir  être 
choisie  de  façon  que  le  coefficient  de  du2  se  réduise  à  l'unité. 
D'où  ces  deux  conditions 

(4)  U'u2  ev«  =  const.  =  1/11, 

(5)  T'\V  —  ^)+I=  const.  =  un. 
La  première  donne  immédiatement 


Ui    » 


-v"- 


U' 


La  seconde  peut,  comme  je  l'ai  montré  antérieurement  (/>////. 
de  la  Soc.  mathém.  de  France,  t.  XIX,  p.  65)  s'intégrer  par 
quadrature.  Si  l'on  tient  compte  de  Tune  et  de  l'autre,  Télément 
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linéaire  devient 

1 1  )'  ds-  =  du* 


uïlimk.' —  i  ) 


du 
u 


ni  A  '  d% 
\'i  m  A'  —  i 


Effectuons  le  changement  de  variable 


(6) 


du 


m  A'  d% 

s] un  A' —  î 


=  V0(<>  \dv  ; 


quelle  que  soit  la  fonction  V0,  les  courbes  e  =  const.  seront  les 
trajectoires  orthogonales  des  lignes  d'égale  courbure  u  =  const. 
Mais  si  l'on  prend  \  0  c  =  i,  l'équation  précédente  donne 


r      AV/a  ,        v 

I  =  log  -  . 


ce  qui  montre  que  a  est  une  fonction  du  rapport  //  I  r.    Par  suite, 
l'élément  linéaire  prend  la  forme 


du2  =  du- 


V2  J    \  V  ) 


rl'où  celle  conclusion  :  quand  une  spirale  à  lignes  d'égale  cour- 
bure parallèles  est  rapportée  à  ces  lignes  u  —  const.  et  aux 
géodésiques  orthogonales  v  =  const.,  on  peut  toujours  faire  en 
sorte  que  son  élément  linéaire  soit  une  fonction  homogène  de 
u  et  rie  v. 

2.  Cela  posé,  rappelons  que.  quand  on  rapporte  une  surface  à 
ses  lignes  d'égale  courbure,  supposées  parallèles,  et  à  leurs  tra- 
jectoires orthogonales,  l'élément  linéaire  prend  la  forme 


(e) 


ds*  =  du'2 


\\ 


.  i  u  —  v  is 

U' 


dv* . 


en  appelant  U  une  fonction  <le  //.  \  sa  dérivée,  \  et  \\  deux 
fonctions  de  v.  Nous  allons,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  pouvoir 
déterminer  ces  trois  fonctions  de  manière  que  le  coefficient  de  di- 
sait une  fonction  homogène  et  de  degré  zéro  de  u  et  de  r.  Nous 
aurons  ainsi  toutes  les  /ormes  possibles  de  l'élémenl  linéaire  des 

spirales  à  lignes   d'égale  courbure  parallèle-.. 

Proposons-nous  donc  de  satisfaire  à  l'équation 


ttn  |  l  dv  |  l 


o. 
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qui,  développée  et  divisée  par  \\  !  U\  peut  s'écrire 

/\V't>        U"w\    .,       ..  .,,  .., 

(-)  ( -^ îjï-  J  (U  — \  i  +  îU  u  —  i\  v  =  o. 

Égalons  à  zéro  la  dérivée  seconde  du  premier  membre,   prise 
par  rapport  à  u  et  à  c;  il  vient 


(8)  u^  —  j+V'^) 


=  o. 


L'hjpothèse  particulière  V'=  o  donne  des  spirales  applicables 
sur  des  surfaces  de  révolution.  Elle  entraîne 

^\"V  ...        i 

-— =  const.=-n,        W=  —  • 

Si,  dans  l'équation  (7),  nous  faisons  V'==  o,  et,  ce  qui  est 
permis,  V  =  o,  en  même  temps  que  W  =  e  ",  nous  obtenons 
une  relation  qui  revient  à 

dû    °g  W  ~  u' 
On  en  déduit  par  une  intégration  immédiate  l'élément  linéaire 

ds1  =  du2  -i di'2, 

qui  convient  à  toutes  les  spirales  applicables  sur  des  surfaces 
de  révolution.  En  effet,  la  condition  V  =  const.  est  nécessaire 
pour  que  l'élément  linéaire  (c)  convienne  à  des  surfaces  de  révo- 
lution, où  les  trajectoires  des  lignes  d'égale  courbure  sont  les  mé- 
ridiens. 

o*.    Supposons  maintenant  \  '  ^  °-  L'équation  (8)  peut  s'écrire 

1    /W't'Y  1   /  \J"  u\' 


Y"  V   W  J   '         W  \    \ 
d'où  1  on  déduit,  en  intégrant, 

'  9  )  —yrr  =  '2  m  *■'  —  a-  ~^rr  —  —  2  m  \  —  h. 

Ces  valeurs,  substituées  dans  l'équation  |  ~ ),  donnent 

—  îm(U!-V!)  +  (fl-4)(U-Y)4-2U'K-2V'(i  =  o, 


-  2(ï  - 
ce  qui  exige  qu'on  ail  séparément 

■i  m  U'2  —  ( a  —  b)U  —  a\J'  u  =  const.  =  —  ■>.  h . 
im  V* —  («  —  b)  V  —  a\"p  =  const.  =  —  %h. 

Mais  la  première  de  ces  relations,  diflerentiée  et  rapprochée 
de  la  première  des  formules  (9),  entraîne  a  +  b  =  2,  ce  qui  con- 
duit à  poser  a=i  —  2c,  &  =  i  +  2c;  alors  les  trois  fonctions 
inconnues  U,  V,  W  sont  déterminées  par  les  équations 


U' 


V 


hiU»+kU  -f-  h 


V*-+-2CV 


W 


■>  /n  x  -+-  ?.c  -+-  i 


Les  deux  premières  étant  les  mêmes,  il  suffit  d'intégrer 


dv 


dx 


m  y-  -t-  1  cy  -+-  h         x 

Il  convient  de  distinguer  trois  cas  principaux,  suivant  que  le 
trinôme  dénominateur  est  du  second  degré,  s'abaisse  au  premier 
ou  se  réduit  à  une  constante. 


4.    Paemieu  cas  :   m^éo. 
me,  h  par  m  h,  et  prendre 


dv  dx 

—i r  —  m  — 

yl-\-  icy  -t-  h  x 


Nous  pouvons  remplacer  c    par 

W         2ffl(V+c)+I 


W 


i°  Si  les  racines  du  trinôme  en  y  sont  distinctes,  nous  aurons 


dv  d.r  W 

7T    =   /H  -  "  '  ',,• 

y  +  a)(y-h  £)  x  A\ 


ni  (  ■>.  Y  -t-  a  -I-  S  )  -!-  1 
* =  o: 


intégrant  et  désignant  par  A,  H,  C  trois  constantes  arbitraires,  il 
vient 

il  -  _  g  — 3  v  _  _  a—  3 

u  -       a  +  ,  _  A  m"'1*-P»  '  ~        a  +  1  -  Bi>'«^-pi  '* 

W       1       m(<z  —  3)  i-h  Bt>'« 

H 1 

W         t>  i- 


^/.V2=  rf«ï 


=  o, 


Wt>  =  Gv-mi*-P  1 1  —  Bvmi*-F  |"  ; 


\/„ 


»(?)"■-(=)" 


dv*  : 


ce  qui  peul  encore  s  écrire 

(,o)        <&*= du*+  2  [a,  (zy+  b,  (zy  |\/,-*, 

avec  trois  nouvelles  arbitraires  A|,  Jî,  el  //. 

2°  Si  les  racines  du  trinôme  en  y  sont  égales,  on  a 


U=  — c-H 


W       i 


i 


TT.  ' 


logAw"» 


V 


W       ^       l'iogBe"1 


IogBp»' 
=  o,        Wc  =  C(ldgBf"s); 


«  /         A  «'"  \  2 
ds'2=  du%-\-  Cm  -  (  loi'  -7- I    rft>2: 

v  \     °  B  v"<  ) 

ce  qui  peul  encore  s'écrire 

(11)  rfs*  =  </«?  -t-   -  (Aj  log  -  -+-  B ,  V  fik* . 

Second    cas  :    m  =  o,   c^éo.    —    Remplaçons  h    par    ich  ;   il 
viendra 


=  2C  — ■> 


\V  2C  +  I 


o; 


k  -+-  li  x  W  i> 

d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  A,  B,  G  trois  arbitraires, 
U  =s  —  h  ~h  A  «*<-,         V  =  -A  +  B  r2'',         W  =  G  p-ie-i; 

*-**-  2-^-:k-:)'-b  (-:)!'*'• 

Cet  élément  linéaire  rentre  dans  le  type  (10). 

Troisième  cas  :  m  =  o,  c  =  o.  —  On  a  simplement 

,         ,   <-/./•  W       1 

dy  =  h  —  5  —.-+--  =  o . 

J  j-  W        t> 

L'intégration  donne,  avec  trois  constantes  arbitraires, 
U  =  log  A  i(>< ,        V  =  log  B  vh,        W  0  =  G  ; 

/  ,        /   ,       G  »  /1       A»/'\2  .  , 

«S2  =  dli2->r    7-   —       log  -— r         rf^2. 

Cet  élément  linéaire  rentre  dans  le  type  (1  1). 

o.   En  conséquence,  tout  élément  linéaire  de  spirale  à  lignes 
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d'égale  courbure  parallèles,  quand  on  rapporte  la  surface  à 
ces  lignes  et  aux.  géodêsiques  orthogonales,  prend  l'une  des 
deu.r  formes 

^^h-ï[*(ï)Vb(:)*]>. 

rfs*  =  du*-*-  -  /\  log  --+-  H  )\/^. 

Ces  deux  types,  dont  le  second  peut  rire  considéré  comme  une 
dégénérescence  du  premier,  contiennent  la  solution  complète  du 
problème  que  nous  nous  étions  proposé.  Il  suffit  de  supposer  dans 
le  premier  AB  =  o  pour  retrouver  l'élément  linéaire  primitive- 
ment obtenu,  qui  convient  à  la  fois  à  des  spirales  et  à  des  surfaces 
de  révolution. 

fi.  On  peut  arriver  aux  résultats  cpii  précèdent  en  continuant 
les  transformations  commencées  au  n°  1 .  A  cet  effet,  reprenons 
l'élément  linéaire  (i  )',  qui  peut  s'écrire 

dsi  =  du1  -    «2  Vjj  l  2  m  A!  —  i)  rfp*, 

moyennant  le  changement  de  variable 

/,.  x  m  V  dx  .,    .        ,  du 

(6)  =Vo(?)<& » 

yi  m  V  —  i  " 

OÙ    \  désigne  la  fonction  de  a  définie  par  la  relation  (5). 

Si  nous  représentons  par  dr  le  second  membre  de  L'équation  |  6  ■. 

\  sera  une  fond  ion  de  r  et  nous  pourrons  poser 

(  i  >i  -  \  =  R|  r). 

Mais,  en  vertu  de  L'équation  (5),  il  vient 

R*-+-i 


R*  —  xm  A' —  l,  A'  = 


•un 

d'où,  substituant  dans  la  relation  (6), 

~^-  <!■<        dr. 

Or.    eu    prenant    la    différentielle   logarithmique   de   A  ,   non-. 
trouvons 

v  ■  ''y  li  ilr  , 
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ce  Qui,  eu  lenanl  compte  de  (6)',  revient  à 

(«3)  F=R'; 

d'où,  par  comparaison  avec  (12), 

(14)  A  =  R'—  R. 

Différentions  encore,  en  ayant  égard  à  1  équation  1  6"  )';  nous  arri- 
vons facilement  à  la  relation 

(i5)  m(Rff— R')  — R  =  o. 

C'est  une  reptation  linéaire  du  second  ordre,  à  coefficients 
constants,  dont  l'intégration  donne  \\.  Une  fois  cette  fonction 
connue,  l'élément  linéaire,  qui  peut  s'écrire 

dsi  =  du'2  -+-  11-  \  5  \\-d\- , 

ne  dépend  plus  que  de  Ja  fonction  V0.  Nous  allons  déterminer  cette 
fonction  de  manière  que  le  coefficient  de  ch'1  soit  une  fonction 
homogène  et  de  degré  zéro  de  u  et  de  v. 

Ce  coefficient  étant  égal  à  u-\'l(  imhl  —  1),  nous  devons  satis- 
faire à  l'identité 

u  —  f«2VH(2/M  A' —  i)l  +  c  —  [  «2  Y2.  (  2m  A' —  i)l  =0. 
ou  ov  J 

Mais  de  l'équation  (6  ),  qui  définit  a  comme  fonction  de  u  et 
de  v,  nous  tirons 

m  A'         à  a  1  m  A  '         do. 

.  r—    = ,  -  :   —    =  Vp. 

/2mA'— 1  <>"  "  /îmA'-i  ^ 

Si  Ton  substitue  ces  expressions  des  dérivées  de  a  dans  l'iden- 
tité proposée,  il  vient,  tous  calculs  faits, 

v/2/nA'  —  1  (V0o)'  -+-  Y7  V0( V«i'  —  1)  =  o. 

7.  Cette  équation  admet,  quelle  que  soit  la  fonction  A,  la  solu- 
tion évidente  V0c  =  1 ,  que  nous  avons  déjà  rencontrée.  Elle  n'en 
peut  d'ailleurs  admettre  d'autres  que  celles-ci 

—  (  V0  v  \  A" 

x; — r^ —  =  —  =  const.  =  n  -+- 1 . 

N«<  V.1'  -   1  1  \   v  *//#  A'  —  1 
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Cherchons  avant  lotit  à  déterminer  la  fonction  V0  ;   nous  avons 

( Vo r )'  w-t-i  _ 

d'où,  intégrant  cl  résolvant, 

(,6)  V„  =  vJ["_  h  *  (A  =  const.). 

L'équation  (6)  donne  alors 

r  k  -l- 

(i-)      /■  =   /  \0ch—  \ogu  —  Log-  (i"'+1  —  A)"+1,  (./.=  const.). 

(^uanl  à  la  fonction  R,  nous  L'obtiendrons  en  rapprochant  les 
deux  équations  (jue  doit  vérifier  la  fonction  A,  savoir  l'équation  (5) 
et  celle  qui  vient  d'être  obtenue 

A"  A" 


\/-i.  m  A'  —  i  =  -r-,  —  A  , 


En  multipliant  membre  à  membre,  on  trouve 

(18)  n(xr~A)=A  =  nR' 

à  cause  de  l'équation  (ia).  Mais  en  vertu  de  l'équation  (i3),  ceci 
peut  encore  s'écrire 

R'  —  /iR  =  R,         ----n-t-i; 

d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  £  une  constante  arbitraire, 

R  =  rre{,l^)r. 

D'après  L'expression  (17),  trouvée  pour  /•,  nous  aurons 

vn+\  __  /, 


R  -  A"'+l 


T~  ' 


d'où,  substituant   \\  <'i  \  „  dans  l'élémenl   linéaire    <•!    désignant 
par  C  une  constante  arbitraire, 

/  V  \  in 


:u 


On  voit  que  cet  élément  linéaire  convient  à  «1rs  surfaces  de  ré- 
volution en  même  temps  qu'à  des  spirales.  La  fonction  A  doit 
satisfaire  aux  deux  équations 


(18) 

(5) 


//  A''  —  (n  -+-  i  )W  =  o, 
2 


G?-*)' 


•i.  m  A  '  —  r . 


donl  la  combinaison  donne  successivement 

n-i't.nik' —  i)  —  A2  =  o,  mn'1  A"  —  A  A'  =  o. 

en  sorte  que  m  doit  être  égal  à  l'inverse  de  /?(//  4-  i).  Dès  lors  les 
deux  équations  (5)  et  (iH)  se  réduisent  à  une  seule 

ftA"-(n  +  i)  AA'  =  o, 

qui,  par  deux  intégrations  successives,  donne  facilement 

A  =  n  tanq- (a  —  a0)- 

C'est,  aux  notations  près,  le  résultat  que  nous  avions  trouvé  pré- 
cédemment (loc.  cit.). 

8.   Revenons  maintenant  à  l'hypothèse  V0c  =  r,   qui  laisse  à 
la  fonction  A  toute  sa  généralité.  On  en  déduit 


dv 


lOï  II  =  lOff  —  « 


r=  I  V0dv  —  logu  =  I  -^ 
L'élément  linéaire  devient 


ds-  =  du-  H \\-dv-. 

c2 

Il  suffît  donc,  pour  le  connaître  entièrement,  de  déterminer  la 
fonction  11  de  /•  que  définit  l'équation  (i  5).  Pour  simplifier  les  no- 
tations dans  ce  qui  suivra,  nous  écrirons 

(i5)'  R"  —  R'  —  n(n  —  i)R  =  o,  m  = ' 

n  (  n  —  i  ) 

De  la  sorte,  l'équation  caractéristique  sera 

i(t  —  i)  =  n  (  «  —  i), 

et  admettra  pour  racines  n  cl  i  —  /?.  Nous  avons  donc  à  distinguer 
deux  cas,  suivant  que  ces  racines  sont  inégales  ou  égales. 
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Premier  cas  :  2  n  —  1^0.  —  Les  racines  tle  L'équation  caracté- 
ristique étant  inégales,   l'équation  (  i5)'  a  pour  intégrale  générale 

R  =  Ce"'  —  De"    »  '  . 

C  et  D  étant  deux  constantes  arbitraires;  d'où,   en   remplaçant  r 

par  son  expression, 

/  r  \  " 
R  =  C  (  -  ]    -+-  D 


L'élément  linéaire  devient  alors 

*^+![c(S)"-*  +  D(.ï)"-S]-*.; 

c'est,  aux  notations  près,   la  formule  (io).   L'hypothèse  CD  —  o 
donne  l'élément  linéaire  (e)1  trouvé  d'abord. 

Second  cas  :   2/?  —  1  =  o.  —  L'équation  1  1  5  >'  a   pour  intégrale 

R  =  (C/-  +  D)««; 
d'où,  en  avant  égard  à  l'expression  de  /•, 

L'élément  linéaire  se  réduit  alors  à 

ds*  =  du*  +■  -  l G  log  -  h-  D  )"  dv* 


C'est,  aux  notations  près,   la  formule  (n).  Nous  retrouvons  ainsi 
les  conclusions  du  11"  5. 


:;:; 


Sur  les  polygones  inscrits  dans  les  coniques; 
par  M .  Félix  Li  c  \s. 

Le  nombre  de  points   nécessaire  <•(   suffisant    pour  déterminer 

1  1       -1       •  1  1  '  P  (  P  "+"  ^  )        1  2 

une   courbe  algébrique  du   degré  p  est  - — *—    —  •  Les  /r  points 

d'intersection  de  deux  comités  du  degré  p  forment  les  pivots  d'une 
courbe  mobile,  du  même  degré,  que  l'on  peut  faire  passer  par  un 
point  quelconque  du  plan-,  si  p  est  supérieur  à  :>.,  les  />-  pivots  ne 
sont    pas  tous  arbitraires.  Il  suffit  de  donner 

P±  P-+-3)  _  ,  =  />2+3/?--;. 


,,  ,  .  •  -        />-  —  ->p  -+-  a 

(I  entre  eux  pour  clelerininer  les  autres. 

1  2 

Cela  posé,  considérons  un  polygone  de  ■>/>  côtés  (p  >  2),  inscrit 
dans  une  conique.  Le  système  des  />  côtés  de  rang  impair  et  celui 
des/?  côtés  de  rang  pair  forment  deux  courbes  du  degré/».  Ces 
courbes  se  coupent  en  p2  points  ou  pivots,  comprenant  les 
■>.]>  sommets  situés  sur  la  conique  donnée,  et  />(/>  —  2)  autres 
points. 

Pour  déterminer  ces  p-  pivots,  il  suffit  d'en  donner         —  - —  — 
soit  les  'ip  sommets  du  polygone  avec        — S—       autres  pivots.  Ce 

dernier  nombre,  mu  peut  aussi  s  écrire  '  ,  est  exacte- 

1       '  2 

ment  égal  au  nombre  des  points   qui  déterminent    une   courbe  du 
degré  (p  —  2).  Celle  courbe  et  la  conique  donnée  constituent  en- 
semble une  pivotante  du  degré  p  qui  doit  passer  par  les  --—       - 
pivots  restants.  Par  conséquent  : 

Lorsqu'un  polygone  de  ip  côtés  est  inscrit  dans  une  co- 
nique, ses  côtés  de  rang  impair  coupent  ses  côtés  de  rang  pair 
en  p(p  —  2) points,  qui  appartiennent  à  une  courbe  du  degré 

En  faisant  p  =  3,   on    obtient  le   théorème  de   Pascal   relatif  à 
\x.  3 
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l'hexagone  inscrit.  Les  trois  points  de  concours  des  côtés  opposés 
sonl  en  ligne  droite. 

En  faisant/?  =  4:  on  obtient  le  théorème  suivant  : 

Les  Ituil  cotes  d'un  octogone  inscrit  dans  une  conique  for- 
ment un  octogone  inscrit  dans  une  autre  conique. 

Si  le  premier  octogone  est  convexe,  le  second  octogone  est 
étoile.  Les  côtés  successifs  i,  2,  3,  4>  5,  6,  7,  8  de  l'un  des  octo- 
gones prennent,  dans  l'autre  octogone,  les  rangs  1,  4i  7>  2-  5, 
S,  3,  6. 

En  faisant/?  =  5,  on  obtient   le  théorème  suivant  : 

Les  entes  de  rang  impair  d'un  décagone  inscrit  dans  une 
conique  coupent  ses  côtés  de  rang  pair  en  quinze  points  situés 
sur  une  courbe  du  troisième  degré. 

En  faisant  p  =  G,  on  voit  que  : 

Les  côtés  de  rang  impair  d'un  dodécagone  inscrit  dans  une 
conique  coupent  ses  côtés  de  rang  pair  en  vingt-quatre  points 

situés  sur  une  courbe  du  quatrième  degré. 

En  supposant  que  les  côtés  de  rang  pair  d'un  polygone  de  ip 
côtés  inscrit  dans  une  conique  deviennent  infiniment  petits,  on 
obtient  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'un  polygone  de  p  côtés  est  inscrit  dans  une  conique, 

les  tangentes  à  la  conique,  menées  par  les  sommets  de  ce  poly- 
gone, coupent  ses  côtés  enp(p  —  2)  points,  qui  appartiennent 

à  une  courbe  du  degré  \  p  —  2). 

Le  triangle  inscrit  donne  ainsi  trois  points  en  ligne  droite;  le 
quadrilatère  inscrit  donne  huit  points  situés  sur  nue  conique;  le 
pentagone  inscrit  donne  quinze  points  sur  une  cubique;  l'hexa- 
gone inscrit  donne  vingt-quatre  points  sur  une  quartique,  etc. 

I -1 1 1  transformant  les  figures  par  la  méthode  des  polaires  réci- 
proques, on  obtiendra  les  théorèmes  corrélatifs  concernant  les  po- 
li gones  circonscrit  3  ;m\  coniques. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE   DU  (i  AVRIL    1892. 

PRESIDENCE   DE   M.    VICAIRE. 

Communications  : 

M.  Demoulin  :  Sur  les  courbures  des  surfaces  polaires  réci- 
proques et  des  surfaces  inverses. 

M.  Fouret  présente  quelques  observations  sur  le  même  sujet. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  les  normales  menées  d'un  point  à  une 
parabole. 

M.  Fouret  :  Sur  un  mode  de  génération  des  lianes  asympto- 
tiques  de  la  surface  de  Stei/ie/-. 

M.  Bioche  :  Sur  les  surfaces  réglées  qui  se  transforment  ho- 
mo graphiquement  en  elles-mêmes. 

M.  Raffv  :  Sur  le  problème  général  de  la  déformation  des 
surfaces  et  sur  certains  cas  particuliers. 

SÉANCE   DU  20  AVRIL    1X92. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    FOURET. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Construction  de  la  parabole  déterminée  par 
un  point,  le  centre  de  courbure  en  ce  point,  et  la  direction  de 
V  axe. 

M.  Fouret  présente  quelques  observations  sur  le  même  sujet. 

M.  Bioche  montre  que,  étant  donnée  une  cubique  gauche  dont 
les  trois  directions  asympto  tiques  sont  rectangulaires,  si  on  la  coupe 
par  des  plans  parallèles,  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  hau- 
teurs des  triangles  ainsi  déterminés  est  la  corde  perpendiculaire  à 
la  direction  des  plans. 

M.  Fouret  fait  la  Communication  suivante  : 

Remarques   sur  les  limites  des  racines 
d'une  équation  algébrique. 

I.   Dans  les  traités  d'Algèbre,  on  restreint  généralement  la  por- 
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tée  pratique  de  la  cègle  de  New  ton,  < j 1 1 ■  donne  une  limite  supérieure 
des  racines  d'une  équation,  en  s'imposaut  de  trouver  j)Our  celte 
limite  un  nombre  positif.  Cette  règle,  dans  la  plus  grande  géné- 
ralité qu'elle  comporte,  doit  s'énoncer  ainsi  : 

I.  Toute  valeur  de  se,  positive  ou  négative,  dont  la  substitu- 
tion (huis  ¥(.r)  et  dtins  ses  délivres  donne  des  résultats  de 
même  signe,  est  une  limite  supérieure  des  racines  de  V équation 
F(*)=o. 

Supposons  que  l'on  trouve  une  valeur  négative  —  l  de  x  satis- 
faisant à  ces  conditions.  On  en  tirera  cette  double  conclusion  : 
i°  que  l'équation  n'a  pas  de  racine  positi\c;  20  qu'elle  ne  peut 
avoir  de  racine  négative  supérieure  à  —  /. 

La  règle  de  Newton  se  complète  par  la  suivante,  que  nous  avons 
démontrée  dans  une  précédente  Communication  (')  : 

II.  Toute  valeur  de  x,  positive  ou  négative,  dont  la  substitu- 
tion dans  F(#)  et  ses  dérivées  successives,  iloune  des  résultats 
alternativement  positifs  et  négatifs,  est  une  limite  inférieure 
des  naines  de  V(x)  =  O. 

Quand  on  trouvera  une  valeur  positive  k  de  x,  satisfaisant  à  ces 
conditions,  on  en  conclura  :  i°  que  l'équation  n'a  pas  de  racine 
négative;  20  qu'elle  ne  peut  avoir  de  racine  positive  inférieure 
à  k. 

Pour  résoudre  une  équation  numérique,  il  y  aura  généralement 
avantage  à  lui  appliquer  tout  d'abord  ces  deux  règles.  Ce  n'est 
qu'ensuite  que  l'on  devra  subsidiairement,  el  s'il 3  a  lieu,  détermi- 
ner une  limite  inférieure  des  racines  positives  et  une  limite  supé- 
rieure des  racines  négatives,  eu  se  servanl  des  transformées  en — 
n  '  x 

et  en de  l'équation  proposée. 

2.  On  peui  remarquer  que  l'application  delà  règle  11  équivaut 
à  l'application  de  la  règle  1  à  la  transformée  en  — x. 
Posons,  <'ii  eflel . 

G(x)      Fi      x). 

(  •)  Même  Tome,  p.  \ . 
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(  )n  déduit  de  là 

G'(a;)  ==-  F'(—  x),      G"(x)  =  F"(-  x),      G"\x)  =-  F'"(—  #), 

Or,  il  résulte  immédiatement  de  ces  Identités  que  toute  valeur 
a  de  a?,  qui  rend  positifs  G(#),  c'est-à-dire  F( — jc),  et  ses  dérivées, 
est  tel  que  la  substitution  de  —  À  dans  F(.r)  et  ses  dérivées  succes- 
sives donne  des  résultats  alternativement  positifs  et  négatifs. 

Ainsi  se  trouve  établie  la  règle  II  par  un  raisonnement  différent 
de  celui  qui  nous  a  servi  à  la  démontrer  précédemment  ('). 

3.  On  peut  encore,  pour  déterminer  une  limite  supérieure  des 
racines  d'une  équation,  employer  la  règle  suivante  : 

111.  Un  nombre  positif  est  une  fi  mi  le  supérieure  des  racines 
de  l'équation 

(  i  )     a0x"1  -+-  «i.r'"-1  -f-  a-ix'"-"1  -+-..'.-+■  ain-->x%-i-  am-iX  -+-  am  —  o, 

lorsque,  substitué  à  x,   il  fait  prendre   des  valeurs  de  même 
signe  à  la  suite  des  polynômes 

F  (a?)  ==  a0xm     -+-  a^r'"-'  -+-  aîxm~i  -+-...  -+■  am-2x2  -f-  am-1x  4-  a,, 
F,  (x)  =  a0 x"l~i  -+■  ai  xm-*  -t-  a, x'n~s  -+-...-+-  «,„_, x  -+-  am-i , 
F.2(x)  =  a0x"1-2  4-  aiXm~3  -+•  a»x'"-'*  -+-...  -f-  am—2, 


(2) 


f  Fm-i(x)  =  a0x  -ha,, 
;.  Fm     (x)  =  a0. 

Cette  règle,  due  à  M.  Thibaut  (-),  donne  une  limite  supérieure 
toujours  positive  et  au  moins  égale,  comme  on  le  sait,  à  celle  que 
l'on  obtient  par  la  règle  de  Newton  qui,  sous  ce  rapport,  doit  lui 
être  préférée.  Elle  a  toutefois  l'avantage  sur  celle-ci  d'être  d'une 
application  plus  rapide. 

On  peut  en  déduire,  pour  déterminer  une  limite  inférieure  des 
racines,  la  règle  suivante  qui  ne  nous  paraît  pas  avoir  été  remar- 
quée : 

1\  .    Une  valeur  négative  de  ./•  est  une  limite  inférieure  des 


(  '  )  Loc.  cit. 

i    i   Vouvelles  Annales  de   Mathématiques,  i"  série,  t.  11.  p.  '<>-. 
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racines  de  V  équation  (i),  lorsqu'elle  fait  prendre  des  valeurs 
alternativement  positives  et  négatives  aux  polynômes  de  la 
suite  (2). 

En  effet,  posons  F( — x)  =  G(x).  La  quantité  — À  sera  une 
limite  inférieure  des  racines  de  l'équation  (1),  si  \  est  une  limite 
supérieure  des  racines  de  G(x)  =  o,  c'est-à-dire  donne,  étant  sub- 
stituée à  x,  des  valeurs  de  même  signe  aux  polynômes  G(x),  G(  (.r), 
Go(^),  . .  . ,  Grm_i  (x),  Gm(x),  déduits  les  uns  des  autres  d'après 
la  loi  qui  a  servi  à  former  les  polynômes  de  la  suite  (2).  Mais  on 
voit  immédiatement  que  l'on  a 

Gi(ar)=-F,(—  x),       G2(.r)  =  F,(—  x),       G3(x)  =  -  Fs(-  x .),       .... 

Donc,  si  x  =  À  fait  prendre  des  valeurs  de  même  signe  à  G(#), 
G|(x),  G2(.r),  .  ..,  x  =  —  X  donnera  des  valeurs  alternativement 
positives  et  négatives  à  F(x),  F(  (a?),  F2(#),  ....  et  —  X  sera  bien 
une  limite  inférieure  des  racines  de  F(.r)  =  o. 


SÉANCE   DU    i    MAI    1892. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   VICAIRE. 

Communications  : 

M.  Hermann  :   Sur   un  nouveau  procédé  de  Cryptographie. 
M.  Rafl'y  :  Sur  certaines  surfaces  applicables  les  unes  sur 
les  autres  et  dépendant  d' une  fonction  arbitraire. 

M.  Demoulin  :  Sur  une  propriété  des  courbes  tétraédrales. 

M.  Fooret  fait  la  Communication  suivante  : 

Remarque  historique  concernant  une  propriété  mécanique 
fie  la  lemniscate. 

Parmi  les  propriétés  qui  caractérisent  la  lemniscate  de  Ber- 
noulli,  on  remarque  la  suivante  :  c'est  la  courbe  sur  laquelle  doit 
se  mouvoir  un  point  pesant,  dans  un  pian  vertical,  pour  dé- 
crire, sans  vitesse  initiale,  à  partir  d'un  point  fixe,  un  arc 
quelconque  dans  l' intervalle  de  temps  qu'il  lui  faudrait  pour 
parcourir,    en  pat  tant  du  repos,   la  corde   sous- tendant    cet 
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C'est  à  torl  que  la  découverte  de  cet  intéressant  théorème  est 
attribuée  tantôt  à  Fuss,  tantôt  à  Saladini.  En  réalité,  L'origine  eu 
remonte  plus  haut,  ainsi  que  nous  avons  eu  l'oeeasion  de  le  recon- 
naître dernièrement.  La  recherche  d'une  courbe  satisfaisant  aux 
conditions  que  nous  venons  d'énoncer  est,  en  effet,  traitée  analy- 
liqucment  pages  166  et  167  du  tome  II  de  la  Mécanique  d'Eu- 
1er  ('),  publiée  en  i-3().  Saladini,  sans  citer  Euler,  donne  une 
solution  qui  diffère  peu  de  la  sienne  (Memorie  dellstituto  nazio- 
nale  italiano,  t.  I,  année  i8of).  Quanta  Fuss,  qui  ne  fait  aucune 
allusion  à  ces  précédents,  sa  solution  basée  sur  des  considérations 
ingénieuses,  généralisées  depuis  (-),  a  du  moins  le  mérite  d'une 
plus  grande  simplicité  (Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de 
Saint-Pétersbourg,  t.  IX,  année  i8i5).  11  y  a  lieu  toutefois 
d'être  surpris  que  Fuss  qui  fut,  comme  on  le  sait,  le  disciple  et  le 
commentateur  d'Euler,  ait  ignoré  ou  ait  sciemment  omis  de  men- 
tionner l'antériorité  de  ce  dernier. 

Pour  compléter  ce  petit  historique,  nous  rappellerons  que 
M.  Ossian  Bonnet,  en  i  844 ,  a  repris  et  généralisé  la  question  en 
démontrant  que  la  lemniscate  jouit  encore  de  la  propriété  indiquée 
plus  haut,  lorsque  le  mobile  est  sollicitépar  une  force  dirigée  vers 
un  point  fixe  et  proportionnelle  à  sa  distance  à  ce  point  fixe 
(Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  IX,  p.  1 16). 
Il  était  alors  naturel  de  se  proposer  de  trouver  la  loi  la  plus  gé- 
nérale à  laquelle  il  faut  soumettre  la  force  agissant  sur  un  mobile, 
pour  faire  décrire  à  celui-ci  une  lemniscate  dans  les  conditions 
susénoncées.  Nous  avons  résolu  la  question  (Journal  de  l'Ecole 
Polytechnique,  LVIe  cahier,  p.  171-211,  année  1886),  en  don- 
nant l'expression  générale,  qui  dépend  d'une  fonction  arbitraire, 
du  potentiel  dont  doit  dériver  la  force.  De  cette  expression  on 
conclut,  en  particulier,  que  la  seule  force  centrale,  répondant  aux 
conditions  du  problème,  est  celle  qui  est  proportionnelle  à  la  dis- 
tance du  mobile  au  centre  fixe  :  c'est  le  cas  traité  par  M.  Bonnet. 


(')  Il  y  a  lieu  de  remarquer  que  l'auteur  ne  donne  pas  le  nom  de  lemniscate  à 
la  combe  qu'il  obtient  et  dont  il  trouve  cependant  bien  l'équation  connue  en  coor- 
données cartésien  nés. 

(')  Voir  une  Note  de  M.  Rispal  (Journal  de  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées, t.  XXI,  p.  >>~>~.;o,  année  1*17)  et  deux  Notes  de  M.  Durrande  {Comptes 
rendus  de  V  tcadémie  des  Sciences,  1.  LWVIII.  année  iSrf,  p.  1"'"'"  el   il 
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SÉANCE     DU     18    MAI     1892. 

PRÉSIDENCE   m:   M.   DE   PRESLE. 

(  '  ommunications  : 

M.  Demoulin  :  Déterminât  ion  explicite  des  courbes  don/  les 
tangentes  font  partie  d'un  complexe  tétraédral. 

M.  RaMV  :  Sur  les  lignes  asymptotiques  de  certaines  sur- 
faces. 

M.  Lery  :  Sur  un  problème  d'Analyse  indéterminée. 

M.  Félix  Lucas  revient  sur  un  théorème  relatif  aux  intersections 
de  trois  quadriques,  qu'il  a  fait  connaître  à  la  séance  du  18  juin 
1890,  et  qui  a  été  publié  au  t.  XIX  du  Bulletin  (p.  1  18).  Il  fait 
observer  que  cette  proposition  rentre  dans  une  série  de  théorèmes 
que  M.  Picquet  a  démontrés  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Ma- 
thématiques, en    [865  (2e  série,  t.  IV,  p.  -1  et  suiv.). 

M.  Schlegel  adresse  un  Mémoire  intitulé  :  Sur  une  méthode 
pour  représenter  dans  le  plan  les  cubes  magiques  à  n  dimen- 
sions. 

M.  Catalan  adresse  la  iNote  suivante  : 

Sur  quelques  théorèmes  d' Analyse  et  d*  Arithmétique. 

[Addition  (*)]. 
VI.  —  Autres  séries  elliptiques. 
13.  Soit  encore  la  formule  de  Cauchy 
I  1  1      (n-#)(i-Ma?)...(i-W»-»ar)=  i-t- Tn,,a7-l- . .  .  -hT„,P.ri'-i-  ■ . .  -f-  T„,„ 

<  I  ii  n  s  laquelle 

_  (1  —  /")(i  —  /»-'  t. . .(  1  —  /"-/'+' ~>  /"/'~  ' 
" ■''  (1—77(1  —  r2). . .(  1  —  a') 

Si  l'on  divise  les  deux  membres  par  1  -f-  .r,  <>n  a 

(1-4-  /./■  11 1  ■+■  /./- 1...11--  r>   1  1/ 


—    1 


a?8-f-.  ..-r-T,,. „./•"-' 


i'i   Voir  le  Bulletin,  l.  XIX,  p.  1  '\  cl    i\b. 


il 


et,  m  n  devient  infini  : 


[  (1-+-  /.'•)(  i   :    /-/■  ii  i   h  /'■'■'■). .  .  -    i      T, 
(24)    \  —   ' 


Oi 


x  -t-  T, 
-T, 


xi  H- . .  .  ( 


1  !  —    I    = ■    —  I  =    - 

I  —  /  I  —  / 


T2-T,4-i  = 


/: 


(I  —  D(l—  /2)  t  —  /  (I—  /)(!  —  f2) 


(i  —  /)(i  —  /2)(i  —  n)     (i  — 1){\  —  t1)     (i  —  *)(■  -  /2mi  —  *3) 


Donc,  si  l'on  fait  #  =  dr  i ,  t  =  </  : 


(  25  i 


(a«i) 


(i  +  î)(i  +  î!)('  +  ?3)--< 


,  _  y         (ï_  ry)(I_-72)        (,  — 7)(i  —  ?2)(l  — ?3) 


(i  —  q  Mi  —  y2)(i  —  '/'  I. 


[—  q        (t—q)(i—q'2)        (\—q){i-qi)(i—</J) 


Le  premier  membre  de   l'égalité  (25)  est  fifi'  =  -;  le  premier 

membre  de  l'égalité  (26)  est  aa'.  Donc,  d'après  des  formules  con- 
nues (2), 


i-+-  & (i)q  -+-  <p(»)  gr2-t-  <?(  »  J7:' 


(27) 


i    = 


7       (.-7H1-'/-)    '   («  — tf)(i  —  ?2)0  —  ?3) 


->1 


C28) 


1 h 


—  q      (1—  ?)(t  —  ?2)       n— 7)('-f/2><»-"/:s) 


(,)T('n'',lv^(1-o(.-n...n-/  ;■ 

(-)  Recherches. . .,  p.    >.  3,  6. 
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I  \.   Remarque.  —  L'égalité  (24)  est  la  même  chose  qne 

/  (r  --  qx)(  1  -+-  q"-.r)(\  -+-  q*x).  .  . 

(29)     !  g  r/t  06 

=  H 1- —  x  H i 5-2  H . i r3  _l_ 

l_y  (1_<7)(I_ry2)  (,_ry)(|_<72)(|_^3; 


(3o) 


Au  lieu  de  celle-ci,  Jacobi  a  trouvé  (') 
1'  (i-f-  qx)(x  -+-  yi.r)  (  [-+-  y3.r).  .  . 


7  or*  r/6 

=  H ' x  H -'-- a?3  H L— 


Donc,  eu  faisant  a;  =  ±  1 
(3i)    ^I  +  7J^  +  ;r__^ 


i-*/2       II       ys)(!        y'*)       (i-gr«)(i_  ql^x-qt) 


,3,,    «  =  ,-- 


1   -  -y*       (l  — 9r2)CI  —  <74)       (1— </2)d-    7vUi— yi;) 

Ces  deux  formules  ont  été  données  précédemment  (-').  En  outre, 
Ja  première  est  déjà  ancienne  (:1  ). 

VIL  —  Autres  théorèmes  d'Arithmétique. 

15.    Dans  l'égalité  (26)  : 
la  fraction 

Il    =  50 

-Z—^q^F^n,  l)r; 
la  fraction 

la  fraction 

;/  —  co 

,     "  </n    >  F(/i,  •>  17"; 
(l  —  g)(i  —  q*){l  —  q*)        l   JU  ' 

etc.  ('■). 

Si  le  second  membre  esl  développé  sous  la  forme 

i  4-  At.q  -+.  Aoy2-+-  As^3h-  A^g*H-. . . , 


(  '  )  Fundamenta,  p.  180, 
r   )  Bulletin,  1.  \l\.  p.  i',s.  .',,|. 
(    1  Recherches. ...  p.   >  1. 

O  Recherches...,  p.  ]-.  K  (n,p)  représente  Je  nombre  de  décompositions  de  n, 
en  parties,  égales  ou  inégales,  non  tupérieures  à  p.  <>n  suppose  F(o,  p)  =  i. 
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il  doit  Oirc  identique  ;i\  ec 

i  —  q  —  (/-  -+-  //■<       qi  —  qi*  —  qiS  +  . . . . 

Conséquemment  (  '  )  : 

A,  =  —  F(o,i)  =  — i, 
\,=      F(i,i)  =  —  i, 

A3  —  —  F(2,i)-f-  F (0/2)  =-i  +  r  =  o, 
\ ,  =  -  F,  3,  1)  -+-  F(i  ,2)  =  -  1  +  1  =  o, 

A5  =  —  F(4,l)H-F(2,2)=-  H-2  =  4-I, 

etc.;  puis  ce  théorème  : 

La  quantité 
—  F(  n  —  1 ,  1)  -+-  F(n  —  3,  2)  —  F( a  —  6,  3)  -+-  F(«  —  10,  4 )  — . . . 
nulle  si  n  n'est  pas  pentagonal,  égale  rfc  1  dans  les  autres  cas. 

1G.  L'égalité  (a5)  conduit  à  un  théorème  qui  a  de   l'analogie 
avec  celui-ci  (-). 

Liège,  septembre  1891. 


SÉANCE  DU  Ier  JUIN  1802. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    LAI8ANT. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  le  rayon  de  courbure  des  courbes  triangu- 
laires et  des  courbes  télraédra les  symétriques. 

M.  Bioche  :  Sur  un  problème  relatif  à  l'ellipse. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  détermination  géométrique  du  centre 
de  courbure  de  la  développée  d' une  courbe  plane. 

M.  Demotjlin  fait  la  Communication  suivante  : 

Quelques  remarques  relatives  à  la   théorie 
des  courbes  gauches. 

1.  Nous  rappellerons  tout  d'abord  quelques  résultats  bien  con- 
nus concernant  la  cinématique  des  systèmes  invariables. 


(  '  )  Recherches .     .  |>.  6r,  Table  \  , 
( 3)  Recherches . .    ,  p.   J8. 
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Considérons  le  trièdre  trirectangle  <  \xyz.  Le  mouvement  le  plus 
général  de  ce  trièdre  peut  èire  réalisé  par  le  déplacement  du 
point  O  accompagné  d'une  rotation  w  autour  d'un  axe  passant  par 
ce  point.  Soient  Ç,  7),  Ç  les  projections,  sur  les  axes  Ose,  Oy,  Oc, 
de  la  \itesse  du  point  O  et  />,  q,  r  les  projections,  sur  les  mêmes 
axes,  du  vecteur  qui  représente  la  rotation  co  en  grandeur,  direc- 
tion et  sens.  Les  équations  de  l'axe  hélicoïdal  correspondant  au 
déplacement  infiniment  petit  du  trièdre  Oxyz  sont 

f/z  —  ry  —  \        r.r  —pz-}-  y,        py  —  qx  -+- 1        V 
p  (j  r  ta 

V  désignant  la  vitesse  commune  aux  différents  points  de  Pave  hé- 
licoïdal. 

2.  Soient  0.r,  Or,  O;  respectivement  la  tangente,  la  normale 
principale  et  la  binormale  en  un  point  quelconque  O  d'une  courbe 
gauche   (r). 

Cherchons  l'axe  hélicoïdal  relatif  au  mouvement  élémentaire  du 
trièdre  formé  par  ces  trois  droites. 

Si  Ion  suppose  la  vitesse  du  point  O  constante  et  égale  à  l'unité, 
on  a  (  '  ) 

z  =  I .  r,  =  «>,  t  =  O, 

!  I 

p  — >  q  =  o,  r  =  - 1 

p  et  -  désignant  respectivement  le  rayon  de  courbure  el  le  rayon 
de  torsion  de  la  courbe  (T)  au  point  (  ). 
Les  ('-quai  ions  (  i  )  deviennent  dès  lors 

—  ry  -1-  i        rx  —  pz        py        \ 
p  o  r         tu 

On  peut  le>  niellée  sous  la  forme 

(3)  ;  =  -=--, 

./■       p  p 

j  t\  , f  }'■' 

1  Y~  />*-t-  r*  ~  p» 

L  axe  hélicoïdal  instantané  coupe  donc,  à  angle  droit,  la  nor- 


(';  <•    Dardoux,  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  sur/aces,  l.  I.  p.  g  cl  io 
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maie  principale  Oy  en  un  point  dîstanl  de  l'origine  0  de  la  lon- 
gueur 

(5)  /       .-.'",; 

p--HT- 

l'angle  8  qu'il  fail  avec  1  « i  Langente  Ox  esl  donné  par  la  formule 

(6)  tang8=£  =  Z_?. 

3.    Supposons  que  la  courbe  (Y)  possède  une  torsion  constante 

-  et  cherchons  l'équation,  par  rapport  au   trièdre  mobile,  de  la 

surface  lien  des  axes  hélicoïdaux  instantanés  relatifs  aux  différents 
points  de  la  courbe. 

On  a,  en  vertu  des  équations  (3)  et  (4), 


p 


Éliminant  p  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 
ri  s2-t-a?2)  ■+-x0a:z  =  o. 

On  reconnaît  là  le  conoïde  de  Plticker.  On  a  donc  ce  théo- 
rème : 

Lors  du  déplacement  du  trièdre  principal  relatif  à  une 
courbe  à  torsion  constante,  V axe  hélicoïdal  instantané  décrit, 
par  rapport  à  ce  trièdre,  un  conoïde  de  Plilcker. 

\.  Revenant  au  cas  d'une  courbe  gauche  quelconque,  cher- 
chons les  expressions  de  la  courbure  et  de  la   torsion  en  fonction 

V 

de  /et  du  rapport  -que,    pour  la   simplicité,    nous   désignerons 

par  k. 

En  éliminant  o  entre  les  égalités  (5)  et  (6),  on  trouve 

(7)  l  =  —  -  sin  0  cos8, 
et,  en  éliminant  t. 

(8)  J=psin28. 

Exprimons  maintenant  0  en  fonction  (]<>>  quantités  l  el  k. 


ili 
L'une  des  égalités  (a)  donne 

Pi      I-k 

r    ~  eu 
OU 

kz 
(9)  '  =  -7- 

Celle  dernière  égalité*  jointe  à  (6),  montre  que 

/  =  h lange. 


On  déduit  de  là 


-r-r7>   =  I  -7-  COf20  =  !   -+-  -77 


La  formule  (S)  devient  donc 

^in2  l 


l  .       k 


Mais,  en  vertu  de  (9), 

pi 

par  suite,  en  tenant  compte  de  (10), 

li 

On  voit  donc  que  l'on  peut  déduire  l'expression  de  —  x  de 
celle  de  0  en  changeant  f  en  k  et  le  en  l. 


SÉANCE  DU  1S  JUIN   1802. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  VICAIRE. 

Elections  :  Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  : 
M.  le  général  Frolov,  présenté  par  MM.  Haton  de  la  Goupillière 
<  1  \  icaîre;  M.  Gabriel  Arnoux  et  M.  b.lie  Perrin,  présentés  par 
MM.  Laisant  el  d'Ocagne. 

(  Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  détermination  du  point  le  plus  pro- 
bable dé  fini  sur  une  Carte  par  des  recoupements  non  conver- 
gents. 
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M.  Ra.ffy  fail  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  transformation  des  formules  de  Codazzi  et  sur  les 
caractères  spécifiques  des  surfaces  applicables  sur  les  sur- 
faces à  courbure  moyenne  constante. 

1.   Commençons  par  rappeler  les  formules  de  Codazzi  : 

ùp         dp  i 
Aqi-h  Cp  =  o, 

U,-1-C;— °'  ôr         Or, 

Transformons-les  maintenant    en   y   introduisant  la   courbure 
moyenne  h  et  la  courbure  totale  g.  On  a,  comme  on  sait, 

J.    |    J_  -0i,-Pl  —1  __L^  -  ~  _  PVj^llP} 

R,       R2  C        A.'  RtR2  ~B~         AG 

T. a  première  de  ces  formules  et  la  première  du  groupe  (i)  sont 
vérifiées  si  l'on  pose 

«  =  «*-*.     !  =  "-*■     -$  =  £=- 

quelles  que  soient  les  deux  indéterminées  jjl  et  m.  Portant  ces  va- 
leurs de  /?,  y,  />,,  q,  dans  l'expression  de  g,  nous  trouvons 

;x2  -r-  >»2  =  h-—  ?. 

En  dernier  lieu,  faisons 

S2  =  h'1  —  g,         \x  =  S  si  il  t,         ;»  =  S  cost; 

nous  avons  ainsi  exprimé  p,  <p  />,,  q,  au  moyen  de  //,  de  l'angle 
auxiliaire  t  et  des  coefficients  de  l'élément  linéaire  qui  est  sup- 
posé connu  : 

/»i  =  G(S  sin-:  —  h),         —  rj,  =  CS  cu-t, 
q    =  A(Ssint — // ).  p   =  AS  cost. 

Substituons  dans   les  deux  premières  équations  du  groupe  (2), 


o-. 

Ou  ' 

\    Oit    si  HT 

=  G  dv   ~~S" 

-h 

dh 

On 

COS  t 

S 

-±°   logA*S, 

C  dp 

0-. 

(1   Oh    mut 
\   On      S 

— 

Oh 
(A7 

cost 

S 

''  ' logC^S. 
\   du 
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puis  résolvons  par  rapport  aux  dérivées  de  t  ;  il  viendra 

(3) 

(4) 

On  voit  parla  cpie  la  courbure  moyenne  A  satisfait  à  deux  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre.  En  effet,  en  éga- 
lant les  deux  expressions  de  x"uv  ri.  tenant  compte  des  formules 
(3)  et  (4),  on  a  pour  -  une  équation  finie  où  figurent  les  dérivées 
secondes  de  li.  En  la  différen liant  par  rapport  à  u  et  c,  on  forme 
deux  équations  qui,  jointes  à  la  précédente  et  aux  équations  (3) 
et  (4),  donneront,  parl'éliminalion  de  t.  de  T^et  de  -[..  deux  équa- 
tions du  troisième  ordre  pour  la  fonction  h. 

2.  Le  svslème  (3)  et  (4)  se  prèle  à  bien  des  applications.  Nous 
n'insisterons  que  sur  celles  qui  concernenl  les  surfaces  à  courbure 
moyenne  constante.  Une  pareille  surface  étant  rapportée  à  une 
famille  d'isothermes,  nous  ferons  A-  =  C2  =  a  avec  h  =  const.  Il 
vient  alors  simplement 

°~  à  ,      «     /-— 0~         0    .      . 

du        dv      ^     *  *  '  dv       du  v 

d'où  résulte  la  condition  d'inlégrabililé 

(5)  j-  logX  \/hJ^-+  ~  logX  \/hï-g  -  o. 

Cette  condition  étant  vérifiée,  t  ne  sera  déterminé  qu'à  une 
constante  près,  ee  qui  démontre  ud  théorème  de  M.  O.  Bonne!  : 
Étant  donnée  une  surface  à  courbure  moyenne  constante,  il  en 
existe  une  infinité  d'autres  ayant  même  courbure  moyenne 
qu'elle  et  applicables  sur  elle. 

\\.  L'équation  (5)  exprimant  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  qu'une  surface  d'élément  linéaire 

<ls-       ai  du  '       d\A  t 

soit  applicable  sur  une  surface  à  courbure  moyenne  constante  A, 
il  suffira  d  v  introduire  exclusivement  (\c->  paramètres  différentiels 
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invariants  pour  qu'elle  soit  valable  dans  tout   système  de  coor- 
données. Or  cette  équation  peut  s'écrire 

À  [ôiï  l°S  r  -  RjCj  +  à*  ]°*  (*"  -  RJTJ.  +  X  [-à*     +  IF-  J 
ou,  d'après  la  définition  du  paramètre  A2, 


Mog^.-g^+aA.logX-o. 


Il  n'y  a  plus  qu'à  se  rappeler  la  formule  qui  donne  la  courbure 
totale  pour  trouver 


*'•-  vk) 


R,K, 


Telle  est,  exprimée  au  moyen  d'invariants  seulement,  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  élément  linéaire,  donné 
sous  une  forme  quelconque,  convienne  à  des  surfaces  à  courbure 
moyenne  constante  h  (à  des  surfaces  minima  si  h  est  nul). 

Il  en  résulte  que  cet  élément  est  réductible  à  la  forme 


dsi=z  (V-  -  ^-L-)    \du*  +  dv*). 


Remarque.  —  L'angle  -  est  le  double  de  l'angle  que  fait  l'une 
des  lignes  de  courbure  avec  l'une  des  lignes  coordonnées. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Sur  la  détermination  géométrique  du  centre  de  courbure  de 
la  développée  d'une  courbe  plane;  par  M.  M.  d'Ocaor. 

1.  Je  rappellerai  que  j'ai  mis  en  évidence,  dans  un  précédent 
Mémoire  (  '  ),  le  rôle  que  joue,  dans  l'étude  infinitésimale  des 
courbes  planes,  une  courbe  adjointe  que  je  désigne  par  la  lettre  n, 
et  qui  est  ainsi  définie  : 

Etant  donnée  une  courbe  plane  e,  on  prend  arbitrairement 
deux  pôles  O  et  P.  On  joint  le  pôle  O  à  un  point  M  pris  sure 

('  )  Publié  en  1888  a  la  fois  dans  I'  tmerican  Journal  of  Mathematics  et  dans 
le  Jornal  de  Sciencias  mathematicas,  physîcas  e  naturaes,  de  Lisbonne. 

XX.  \ 


—  r;o  — 

/■(/)///■  I'  <ut  mène  une  par allé  le  à  la  normale  en  M  à  la  courbe 
C]  les  deux  droites  ainsi  menées  se  coupent  en  un  point  II  dont 
le  lieu  est  la  courbe  adjointe  n. 

Celte  courbe  adjointe  passe  par  les  pieds  des  normales  menées 
du  point  P  à  la  courbe  c;  ses  asymptotes  sont  parallèles  aux 
normales  menées  du  point  O;  elle  passe  par  les  points  de  ren- 
contre du  cercle  décrit  sur  OP  comme  diamètre,  d'une  part,  avec 
les  tangentes  menées  de  O  à  la  courbe  c;  d'autre  part,  avec  les 
parallèles  aux  asymptotes  de  cette  courbe  menées  par  le  même 
point. 

Lorsque  la  courbe  c  est  une  conique  de  centre  O,  l'adjointe  n 
n'est  autre  que  l'hyperbole  équilatère  passant  par  les  pieds  des 
quatre  normales  à  la  conique  issues  du  point  P.  Si  le  point  P  est 
sur  un  des  axes  de  cette  conique,  l'adjointe  n  se  réduit  à  une  per- 
pendiculaire à  cet  axe. 

J'ai  d'ailleurs,  dans  mon  Mémoire  cité,  fait  connaître  toutes  les 
courbes  admettant  une  droite  pour  adjointe  /?. 

L'adjointe  n  permet  de  construire  la  normale  en  tout  point  de  la 
courbe  c  et  aussi  de  trouver  les  points  de  cette  courbe  où  la  nor- 
male a  une  direction  donnée. 

J'ai  fait  voir  qu'elle  permettait  en  outre  d'obtenir  très  simplement 
le  centre  de  courbure  en  tout  point  de  la  courbe  <?,  et  cela  de  la 
manière  suivante  : 

Par  le  point  M'  où  la  normale  en  M  à  la  courbe  c  coupe  la 
droite  OP,  que  Von  élève  à  cette  normale  une  perpendiculaire 
coupant  OM  en  L.  La  parallèle  menée  par  L  à  la  tangente  en 

H  ci  V  ad  jointe  n  passe  par  le  centre  de  courbure  Û  répondant 
au  point  M. 

On  déduit  de  là  que  les  points  d'inflexion  de  la  courbe  c  se 
trouvent  sur  les  droites  joignant  le  point  O  an.c  points  de  con- 
tact destangentes  menées  de  Va  l'adjointe  n. 

Le  résumé  qui  précède  fait  ressortir  I  intérêt  qui  s'attache  à  la 
considération  de  l'adjointe  //.  On  voit  que  les  éléments  de  cette 
courbe,  dépendanl  d'infiniment  petits  d'un  certain  ordre, permet- 
tent d'obtenir  les  éléments  de  la  courbe  c  dépendanl  d'infinimenl 
petits  de  l'ordre  immédiatement  supérieur. 


Ouest  donc  loui  naturellemenl  amené  à  rechercher  comment 
la  connaissance  du  centre  de  courbure  de  l'adjointe  n  entraîne 
eelle  du  centre  de  courbure  de  la  développée  <l<'  la  coin  lie  <■.  (  l'est 
Ce  (|iie  je  vais  examiner  ici. 

2.  Afin  de  permettre  au  lecteur  de  mieuxsuivre  la  solution  qui 
va  cire  donnée,  je  commencerai  par  en  résumer  la  marché  de  la 
manière  suivante  : 

Le  centre  de  courbure  iï  étant  construit  comme  d  a  été  dit  pins 

Vis.  .. 


haut,   nous  allons  déterminer  successivement,  en    les  déduisant 
les  uns  des  autres  {fîg-  '  )  '■ 

i"   Le  point  où  la  droite  LM'  touche  son  enveloppe; 
9."  La  normale  au  lien  décrit  par  le  point  L; 
)"   Le  point  où  la  droite  Lii  touche  son  enveloppe: 
4"  Le  centre  de  courbure  de  la  courbe  que  décrit  le  point  il, 
c'est-à-dire  de  la  développée  c'  de  la  courbe  c. 

3.   Point  où  la  limite  LM'  touche  son  enveloppe,    —  L'angle 
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LM'M  étant  constamment  droit,  on  a  le  point  1  où  LM'  touche  son 
enveloppe  en  abaissant  sur  cette  droite  une  perpendiculaire  du 
point  K  où  se  rencontrent  la  normale  à  l'enveloppe  de  MM'  et  la 
normale  au  lieu  décrit  par  le  point  M',  c'est-à-dire  la  perpendicu- 
laire élevée  en  û  à  MM',  et  la  perpendiculaire  élevée  en  M' 
à  OP. 

4.  Normale  au  lieu  décrit  par  le  point  L.  —  Soit  LRS  la 
normale  cherchée,  qui  coupe  en  S  la  perpendiculaire  élevée  en  O 
à  LM  et  en  R  la  normale  Kl  à  l'enveloppe  de  LM'.  Si  <^(L),  û?(M), 
<r/(M')  sont  les  différentielles  des  arcs  de  courbes  décrits  simulta- 
nément par  les  points  L,  M,  M',  on  a 

d(L)  _  LS  d(M)  _  J\H^  ,/(M')  _  MK 

dJW)  ~  MN  '  d(M')  ~  WK  '  d{h)    ~~  ''  TÏÏ" 

Multipliant  ces  trois  égalités  membre  à  membre,  on  obtient 

_  LS  xMQ 
I_  MN  x  LR 
ou 

LS  _  MN 
LR  ~  Mi>  ' 

On  déduit  de  là  que  si  la  droite  Oii  coupe  au  point  T  la  paral- 
lèle à  MN  menée  par  le  point  L,  le  point  R  se  trouve  sur  la  paral- 
lèle à  ON  menée  parle  point  T;  ce  point  R  étant  en  même  temps 
sur  la  droite  Kl  précédemment  obtenue,  la  normale  LR  est  com- 
plètement déterminée. 

5.  Point  oit  la  droite  LU  louche  son  enveloppe.  —  Si  la  nor- 
male à  la  courbe  n  au  point  II  coupe  en  E  la  perpendiculaire  ON 

à  OH,  on  ;i 

d(L)  _   U> 
d(U)       HE* 

Mais,  si  s  est  l'angle  de  contingence  de  la  courbe  //  au  point  H 
«t  I)  le  centre  <!<■  courbure  correspondant,  la  différentielle  </( H) 
de  l'arc  ;i  pour  expression 

rf(H)  =  HD 

Soit  v.  le  point  cherché.  La  normale  en  ce  point  à  l'enveloppe 
•  le  I  .(>,  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  élevée  en  ce  point  à  LQ,  cou- 
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panl  en  [j  La  normale  LB  à  la  courbe  décrite  par  le  point  L,  on  a 
de  même,  en  remarquant  que  le  parallélisme  de  LQ  et  de  la  tan- 
gente en  II  à  la  courbe  />  entraîne  la  même  valeur  t  pour  l'angle 
de  contingence  au  point  a, 

e?(L)  =  L.p  x  t. 
Il  vient,  par  suite, 

L?  _   LS 
IID  ~~  ÏÏE' 

égalité  qui  montre  que  la  parallèle  à  HE  menée  par  L  et  la  paral- 
lèle à  ON  menée  par  fi  se  coupent  en  un  point  F  situé  sur  OD.  De 
là,  la  construction  du  point  (3.  On  n'a  plus,  de  ce  point,  qu'à 
abaisser  sur  LQ  la  perpendiculaire  fâa  pour  avoir  le  point  a  cher- 
ché. 

6.  Centre  de  courbure  Q'  de  la  développée  c'.  —  Si  y  est  le 
point  où  la  normale  a(3  à  l'enveloppe  de  LQ  coupe  la  normale  QK 
à  la  développée  c',  on  a 

d(L)  _  Ljj  d(Q)  QQ'  d(  M  >  _  MMk 

rf(ÏÏ)  ""  Q7  '  d(M')  ~  ÂfK'  rf(L)  ==    LK  " 

Par  multiplication,  on  tire  de  là 

_  L|3  x  LUI' 
l~  il7  x  LR' 
ou 

LUI'  _  LR 

On  déduit  de  cette  égalité  que  si  la  parallèle  à  a(3i  (perpendicu- 
laire à  LQ)  menée  par  le  point  R  coupe  LM'  au  point  U,  le  centre 
de  courbure  cherché  il'  se  trouve  sur  la  droite  aU.  Comme  il  est 
d'ailleurs  sur  la  normale  QFv,  sa  détermination  est  complète. 

Le  problème  posé  se  trouve  ainsi  résolu. 

7.  Simplification  pour  le  cas  où  l'adjointe  n  est  une  droite. 
—  Si  l'adjointe  n  est  une  droite,  rien  n'est  modifié  à  la  construc- 
tion du  point  II.  De  môme,  la  droite  RU  est  toujours  perpendicu- 
laire à  LQ;  mais  il  devient  inutile  d'effectuer  une  construction 
pour  avoir  le  point  y.  où  Lu  touche  son  enveloppe.  En  effet,  la 
droite  LQ  étant  parallèle  à  la  tangente  en  II  à  la  courbe  n ,  et  celle- 
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ci  étant  une  droite,   la  droite  Li.2  a  une  direction  constante  ei  le 
poinl  -j.  se  trouve  rejeté  à  l'infini  dans  celle  direction. 

Dès  lors,  le  centre  de  courbure  iï  se  trouve  simplement,  dans 
ce  cas.  à  la  rencontre  de  la  normale  il  K  à  la  développée  et  de 
la  parallèle  à  LU  menée  par  le  point  U  <[ui  vient  d'être  obtenu. 

8.  Cas  où  le  pôle  (  >  est  à  l'infini.  —  Les  pôles  O  et  Pont  été 
choisis  arbitrairement.  Le  pôle  P  doit  être  nécessairement  à  distance 
finie,  mais  rien  n'empêche  de  prendre  le  pôle  O  à  l  infini  dans 
une  direction  donnée.  Dans  ce  ras,  la  solution  précédente  doit 
être  partiellement  modifiée.  Si,  en  effet,  la  première  (n°  3)  et  la 
quatrième  (n°  0  ou  7)  des  déterminations  successives  qui  inter- 
viennent dans  cette  solution  restent  les  mêmes,  la  deuxième  et  la 
troisième  deviendraient  illusoires  si  elles  n'étaient  convenable- 
ment transformées. 

Reprenons  donc  le  problème  dans  ce  cas  {fig.  2).  Noussuppo- 

Fig.  1. 


sons  que  le  point  II  de  l'adjointe  //  correspondant  au  point  M 
s'obtient  par  la  rencontre  d'une  parallèle  à  une  direction  fixe  PM 
menée  par  le  point  M  el  d'une  parallèle  à  la  normale  MM'  menée 
par  le  pôle  I*.  Gomme  précédemment,  nous  avous  le  centre  de 
courbure  il  >-n  élevant  en  M    à  MM    la  perpendiculaire  Ml.  el  en 


menant  parle  point  L  où  elle  rencontre  MM  la  parallèle  Lu  à  la 
tangente  HT  à  l'adjointe  n. 

Ici  encore  le  point  I  où  LM'  touche  son  enveloppe  s'obtienl  en 
abaissant  sur  cette  droite  une  perpendiculaire  du  poinl  K  où  se 
rencontrent  les  perpendiculaires  élevées  respectivement  à  l'M'  en 
M'  et  à  L>M  en  il. 

Pour  avoir  la  normale  au  lieu  décrit  par  le.  point  L,  remar- 
quons que  la  deuxième  et  la  troisième  des  égalités  du  n"  I  subsistent 
telles  quelles,  savoir  : 

rf(M)  _     MQ  d\  M   I        M'K. 

rf(M')  "~  M'K'  d{L)   ~     Ll;   : 

mais  que  la  première  doil  être  remplacée  par  la  suivante  : 

d\  L)  _  LT 
d(M  >        VIT  ' 

T  étant  le  point  de  rencontre  des  tangentes  aux  courbes  décrites 
respectivement  par  les  points  LetT.  Dès  lors,  on  obtient  par  mul- 
tiplication 

LT         LR 

MT        MT>  * 

Cette  égalité  peut  s'écrire 

MQsinTML  =  LRsinTLM, 

ou,  en  abaissant  des  points  R  et  0  sur  LM  les  perpendiculaires  Et/' 
et  Qw,  et  observant  que  les  angles  QMT  etRLT  sont  droits, 

Mo  sin.Miito  =  LRsinLRr, 
c'est-à-dire 

Mo)  =  L/-. 

Les  points  L,  M  et  w  étant  connus,  on  déduit  de  là  le  poinl  r. 
II  n'y  a  plus  dès  lors,  pour  avoir  le  point  R  de  la  normale  LR 
cherchée,  qu'à  prendre  l'intersection  de  Kl  et  de  la  perpendicu- 
laire élevée  en  /•  à  LM. 

De  même,  pour  lu  détermination  dit  point  où  LQ  touche  son 
enveloppe,  la  seconde  et  la  troisième  égalité  du  n"  5  restant  les 
mêmes,  il  faul  remplacer  la  première  par  la  suivante  : 

d(L)        Lr 
d{  Il  i        ÏÏV 
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-  étant  le  point  de  rencontre  des  tangentes  aux  courbes  décrites 
respectivement  parles  points  L  et  il,  tangentes  qui  sont  mainte- 
nant toutes  deux  connues,  puisque  Ht  est  donnée  et  que  Lt  est 
perpendiculaire  à  LR.  Dès  lors  on  a,  D  étant  le  centre  de  cour- 
hure  de  n  et  3  le  point  où  LR  est  coupée  parla  normale  a(3  à  l'en- 
veloppe de  L*>. 


Lt 

i  '■> 

HD 

Lt 

u- 

Ep- 

ÏÏD 

ou 


ce  qui  prouve  l'égalité  des  angles  Lx(3  et  HtD  et,  conséquemmcnt, 
celle  des  angles  HtL  et  D:[l  Mais,  si  HD  coupe  LR  en  Q,  les 
angles  tLQ  et  tHQ  étant  droits,  l'angle  HQL  égale  l'angle  HtL 
et,  par  suite,  l'angle  Dt3.  Les  points  Q,  3,  D,  t  sont  donc  sur  un 
même  cercle. 

De  là,  la  détermination  du  point  3  et,  par  suite,  du  point  a, 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  3  sur  Llî. 

Le  reste  de  la  solution  est  le  même  que  précédemment.  On 
prend  le  point  de  rencontre  U  de  LM'  et  de  la  perpendiculaire  à 
Lu  menée  par  R,  et  l'on  tire  la  droite  Ua;  elle  donne  sur  12K  le 
rentre  de  courbure  IV  cherché. 

Ici  encore  s'applique  d'ailleurs  la  remarque  du  n°  7,  lorsque 
l'adjointe  n  est  une  droite. 

9.  A  litre  d'application,  prenons  une  parabole  et  donnons-nous 
comme  pôle  P  un  point  quelconque  de  l'axe,  comme  pôle  O  le 
point  à  l'infini  de  cet  axe. 

La  sous-normale  de  la  parabole  étant  constante,  la  courbe  n  sera 
ici  une  perpendiculaire  à  l'axe.  Donc,  pour  avoir  le  centre  de 
courbure  Q  (Jig.  .':>),  nous  n'avons,  après  avoir  pris  le  point  de 
rencontre  L  de  la  perpendiculaire  élevée  à  la  normale  MM'  par  le 

point  M'  où  elle  coupe  l'axe  el  de  la  parallèle  à  l'axe  menée  par  le 
point  M,  qu'à  abaisser  de  ce  point  la  perpendiculaire  Lu  sur 
l'axe. 

I)u  point  K  où  se  reneontreni  les  perpendiculaires  respective- 
ineiit  élevées  à  l'axe  en  M'  ei  à  MM' en  ù,  abaissons  sur  LM'  la 
perpendiculaire  Kl.  Le  point  I!  esl  déterminé  sur  cette  droite  par 

la  condition  que  ^,i   projection  /•  -ur   I.M    soil    à   une  distance  de   I- 
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«'•gale  à  celle  de  co,  projection  de  iï  sur  la  même  droite,  au  point  M. 
Mais  ici  le  point  tu  se  confond  avec  L;doncr  est  symétrique  de  M 
par  rapport  à  L;  on  a  ensuite  le  point  I»  en  abaissant  du  point  /la 
perpendiculaire  /Il  sur  l'axe.    Pour  avoir  le  point  L,  il  suffit  de 


Fij 
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1          ^-iy 

\     x/L 
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mener  par  R  une  perpendiculaire  à  LQ,  c'est-à-dire  ici  une  paral- 
lèle à  LM. 

Comme  nous  sommes  dans  un  cas  d'application  de  la  remarque 
du  n°  7,  nous  n'avons  plus,  pour  achever  la  solution,  qu'à  mener 
par  Ula  parallèle  UQ'  à  LO. 

Le  point  iï  où  cette  droite  coupe  KQ  est  le  centre  de  courbure 
cherché. 

Remarquons  que  rZ  =  2LO  et  que  ZR  =  M'K.  =  LQ.  Donc 
rR  =  3LQ. 

Par  suite,  LU  =  3LX  ou  ûû'  =  3  Yïi.  Nous  retrouvons  ainsi  le 
théorème  de  Maclaurin  : 

Si  la  normale  à  la  développée  au  point  0  coupe  en  Y  le  dia- 
mètre passant  au  point  M,  on  a  le  centre  de  courbure  de 
cette  développée  en  portant  sur  cette  normale  le  segment 
iliï  =  3YQ. 

C'est  là  une  vérification  de  la  construction  ci-dessus  indi- 
quée. 


—  38  — 

10.  Il  est  intéressant  de  voir  comment  on  peut,  de  ce  qui  pré- 
cède, déduire  le  théorème  de  Maclaurin  pour  le  cas  des  coniques 

à  centre. 

Je  rappellerai  d'abord  que  si  l'on  place  le  pôle  O  au  centre  et  le 
pôle  P  sur  un  des  axes  de  la  conique,  l'adjointe  11  est  alors  une 
droite  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Dès  lors,  après  avoir  obtenu  le  centre  de  courbure  12  de  la  co- 
nique en  menant  ML  perpendiculaire  à  la  normale  MM'  (  fig.   \   . 


el  LQ  perpendiculaire  à  l'axe  OM'  (*),  on  construit  le  centre  de 
courbure  Q' de  la  développée  par  le  tracé  suivant,  qui  résulte  de 
l'application  directe  de  ce  que  l'on  a  vu  plus  haut  (noa  3  el  î  », 
avec  la  simplification  indiquée  au  n"  7  : 

Par  K,  intersection  de  la  perpendiculaire  M'K  à  OM'  el  de- 
là perpendiculaire  12  K  à  M'12,  menons  la  perpendiculaire  Kl  à 
LM'.  La  parallèle  à  12  M'  menée  par  L  coupant  Oi2  au  point  T. 
menons,  par  vr  point,  à  OM  une  perpendiculaire  qui  rencontre 
Kl  «'n  R.  Il  suffit  alors  de  mener  RU  parallèle  à  <  >M'  el  I  12'  per- 
pendiculaire à  cette  droite  pour  obtenir  sur  la  normale  121»  à  la 
développée  !<•  centre  (\r  courbure  12'  <\r  celle  courbe.  Prolongeons 


(')C'csl  la   conslimclion  de   M.  Mannhcim   qui   se  Lrouvc   ainsi  déduite  de  la 
mnstruction  générale  dérivanl  de  la  considérai de  l'adjointe  ». 


39 


QQ'  jusqu'à  son  inlersection  P  avec  le  diamètre  OM.  Posons 

IM       /,        QM  =  p,        tii>'       -y,       121"       a,       OMM'  =  to,       ll2M       x; 
nous  avons  MM'  =  /cosw,  puis,  dans  le  triangle  OMM', 


OM       MM' 


costo  cosa 
cos(a  -t-  u>) 


si  11   (    -  OC         tu  I 

Maintenant  les  triangles  semblables  OTL  cl  OQM  donnent 

TI  _      OL  _      /  L\-ï        cos(«  +  tu)-] 

P  OM       '  V       OM  /       P  |_'        cosacosco  J 
=  p  tang  a  tang  co  =  h  Langa. 

Evaluons  maintenant  le  rayon  de  courbure  1212'^=  p'. 

Nous  avons 

a'-  =  LU  =  Ll       II 


Mais 
el 


I  )onc 


l.l       2  LM        2  /  mu  co  : 

II         lil    cota  =  (IU  M-  Qljcota 
=  (TQtangwH-  TL)cota 
—  ( 2 1  sîn  «o  tang  co  -+-  //  tan  g 3 )  <  ■  1  >  1  x 
=  2  /  sin  co  tang  10  cot  %  -+-  h. 

p'       2  /  sin  co(i  -t-  tang  co  cot  a  )  -4-  h 
sin  (a  —  co  ) 


il 


tangco  +  //. 


sin  a 
Or  le  triangle  LQ  \l  donne 

p         sin  (a  H-  co') 


/ 


par  suite 


p'  =  ap  tangco  -+-  A  =  '>A. 

ce  qui  démontre  le  théorème  de  Maclaurin  : 

Le  rayon  de  courbure  012'  de  la  développée  d'une  conique 
est  égal  au  triple  du  segment  Vil  de  la  normale  à  cette  déve- 
loppée, compris  entre  le  centre  de  courbure  il  et  le  dia- 
mètre OM. 
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Sur   le  rayon  de  courbure  des  courbes   triangulaires  et  des 
courbes  tétraèdrales  symétriques  ;  par  M.  G.  Fouket. 

1.  M.  Jamet  a  fait  connaître  en  1 88-  (')  une  propriété  intéres- 
sante du  rayon  de  courbure  de  deux  classes  de  courbes,  déjà  étu- 
diées antérieurement  par  de  La  Gournerie  (2),  sous  le  nom  de 
courbes  triangulaires  symétriques  et  de  courbes  tétraèdrales 
symétriques. 

Les  premières,  rapportées  à  un  triangle  de  référence  conve- 
nablement eboisi,  ont  une  équation  ponctuelle  de  la  forme 

Âa?«-+-  By"-*-  Cz"  =  o. 

L'exposant/?,  qui  peut  être  quelconque,  positif  ou  négatif,  est 
appelé  X exposant  de  la  courbe.  Le  triangle  de  référence  a  reçu 
le  nom  de  triangle  de  symétrie  de  cette  courbe. 

Les  courbes  de  Ja  seconde  classe  résultent  de  l'intersection  de 
deux  surfaces  qui,  rapportées  à  un  même  tétraèdre  de  référence 
convenablement  eboisi,  ont  respectivement  pour  équations  ponc- 
tuelles des  équations  de  la  forme 

\x»  -+-  By"  ■+■  Gz"  -t-  D  /"  ~  o, 
A'.r"  -+-  B'y"  -+-  Cz»-f-  D' t'1  =  o. 

Ces  équations  définissent  ebacune  une  surface  appelée  par  de 
La  Gournerie  surface  tétraédrale  symétrique.  Le  nombre  n, 
(Tailleurs  positif  ou  négatif,  est  en  même  temps  l'exposant  de  ces 
surfaces  et  l'exposant  de  la  courbe  tétraédrale  symétrique,  qui  en 
est  l'intersection.  Le  tétraèdre  de  référence  est  appelé  tétraèdre 
de  symétrie  de  la  courbe . 

2.  Je  me  propose  de  démontrer  ici,  par  des  considérations 
géométriques  fort  simples,  deux  théorèmes  auxquels  M.  Jamel 
est  parvenu,  en  suivant  la  voie  analytique  (  '  ).  Je  vais  m'appuyer 
pour  cela  sur  la  remarque  suivante,  qui  résulte  dune  formule  élé- 


(•)  Annules  de  l'École  Normale  supérieure}  3'  série,  t    l\ .  supplément,  p.  19. 
(3)  liecherches  sur  tes  surfaces  tétraèdrales  symétriques  (année  1867). 
(')  J'ai  déjà  rail  une  première  Communication  verbale  sur  cemêmesujel  dans 
1.1  séance  'In  ~  mai  1800. 
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caille  (')  due  à  ÎM.  le  général  Peaucellier,  mais  que  j'établirai  <li- 
rectement. 

En  transformant  par  homographie  Vensemble  de  deux 
courbes  tangentes  dans  un  mente  plan,  on  n'altère  pas  le.  rap- 
port des  rayons  de  courbure  rie  ces  deux  courbes  en  leur  point 
de  contact. 

Soient,  dans  un  plan, 

(C)  et  (C)  deux  courbes  tangentes  en  un  certain  point  m, 

(O)  et  (O')  les  cercles   respectivement   oscillateurs   à  ces  deux 

courbes  en  m, 
l\  et  IV  les  rayons  respectifs  de  ces  cercles. 

Ces  cercles  peuvent  être  considérés  comme  homotbéliques,  le 

centre  d'bomothétie  étant  le  point  m  et  le  rapport  d'homothélie 

,     ,  ,   R 
étant  égal  a  — ,• 

Faisons  subir  à  la  figure  une  transformation  homograpliique 
quelconque.  Les  courbes  (C)  et  (C)  deviennent  deux  nouvelles 
courbes  (T)  et  (T')  tangentes  au  point  «j.,  homologue  de  m.  Les 
cercles  (O)  et  (O')  se  changent  respectivement  en  deux  coniques 
(Q)  et  (Q')  osculatrices  en  p.,  la  première  à  la  courbe  (T),  la  se- 
conde à  la  courbe  (T').  Ces  deux  courbes  sont  homologiques  ; 
elles  ont  le  point  u.  pour  centre  d'homologie,  et  pour  axe  d'homo- 
logie  ladroite  A,  à  laquelle  correspond,  dans  la  ligure  primitive,  la 
droite  de  l'infini. 

Par  le  point  tx  faisons  passer  une  droite  A  infiniment  voi- 
sine de  la  tangente  en  ce  point  aux  deux  coniques  (Q)  et  (O'); 
la  droite  A  coupe  respectivement  les  deux  courbes  en  deux  points 
a  et  a'  infiniment  voisins  de  a.  Si  v  est  le  point  de  rencontre  de 
la  sécante  considérée  avec  A,  on  a  évidemment 

(jia      -jx  _   ma  _     R 
\xz'  '  va'        ma'        R'  ' 

a  et.  a' étant  les  seconds  points  d'intersection  des  cercles  (O)  et 


(')  Relation  entre  tes  rayons   île  courbure  d'une  courbe  et  de  sa  perspec- 
tive, par  M.  Peaucellier,  capitaine  du   dénie  'Nouvelles  Annales  de  Mathéma 
lii/ucs.  j'    série,  t.  XX,  p.  527 )• 
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i()')  avec  la  droite  L  de  la  première  figure  qui  correspond  à  la 
droite  A  Jf  la  seconde. 

Considérons  maintenant  deux  cercles  (to)  et  (w')  tangents  en  y. 
à  (Q)  el  (Q')  et  passant  le  premier  par  le  point  a,  le  second  par  le 
point  y.'.  Ces  cercles,  lorsque  a  et  a'  viennent  coïncider  avec  u, 
deviennent  respectivement  les  cercles  osculaleurs  en  u.  aux  coni- 
ques (û)  et  (û'),  par  conséquent  aux  courbes  (Y)  et  (!')•  En  dé- 
signant par  o  ei  c'  les  rayons  de  ces  cercles  osculateurs,  on  a 

O  rit 

(  7.  )  --  =  lim.-î— ,, 

?  \'-'J- 

et,  en  observant  que  — ,  tend  vers  i.  on  conclut  de  la  comparaison 
'va  ■ 

des  relal ions  (i)  el  (a) 

?  _    H 
p'  ~  IV 

',).  Remarque.  —  Deux  courbes  gauches  ayant,  en  un  point 
commun,  même  tangente  el  même  plan  oscillateur,  se  transforment 
par  homographie  en  t\eu\  courbes  gauches  avant,  en  un  même 
point,  même  tangente  et  même  plan  oscillateur.  On  peut,  d'ail- 
leurs, répéter  identiquement  les  raisonnements  qui  viennent  de 
nous  servir  dans  le  cas  des  courbes  planes;  de  sorte  que  Ton  peut 
énoncer  ce  théorème  : 

En  transformant  par  homographie  l'ensemble  de  deux 
courbes  qui  ont,  en  un  point  commun,  même  tangente  et  même 
plan  oscillateur .  on  n'altère  pus  le  rapport  des  rayons  de  cour- 
bure de  ces  deux  courbes  en  leur  point  de  contact. 

I.  Considérons  la  courbe  définie,  en  coordonnées  polaires,  par 
I  équation 

,    ;  ,  r"  C0S/1Ô        /, 

ou,  en  coordonnées  cartésiennes,  par  l'équation 

(4)  {x   ht»"-l-(a?— *>)«      ik. 

Une  pareille   courbe,  comme    le    montre    I  équation  i    j  },    est    une 

courbe  triangulaire  symétrique,  dont  le  triangle  de  symétrie  a 
pour  sommets  l'origine  des  coordonnées  (  )  el  les  points  cycliques 
I  et  .1,  par  lesquels  passent  à  I  infini  ions  les  cercles  du  plan. 
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(  )n  sait,  <l  autre  part,  el  l'on  démontre  aisément,  au  moyen  de 
L'équation  (3  ),  que  le  rayon  de  courbure  \\  en  un  point  M  quel- 
conque de  la  courbe  ainsidéjinie  est  dans  un  rapport  constant, 

runl  ii       —,  avec  le  segment  de  la  normale  correspondante  com- 

i  —  a  ' 

pris  entre  le  point  M  et  le  point  d'intersection  \  de  la  perpen- 
diculaire ('levée  en  O  à  OM. 

Mais  on  peut  interpréter  d'une  autre  manière   cette  propriété, 

en  remarquant  que  MX  est  le  diamètre  du  cercle  passant  par  le 
point  O  et  tangent  en  M  à  la  courbe  (3).  En  désignant  par  I!'  le 
rayon  de  ce  eercle,  on  a 

i> 

(•) 


R'        i  -  i, 

î).  Faisons  maintenant  subir  une  transformation  homographique 
imaginaire  à  la  ligure  précédente.  En  choisissant  convenablement 
cette  transformation,  on  changera  la  courbe  (3)  en  l'une  quel- 
conque des  courbes  triangulaires  symétriques  d'exposant  n.  Le 
eercle  décrit  sur  MN,  comme  diamètre,,  deviendra  une  conique 
tangente  à  la  courbe  triangulaire  et  circonscrite  à  son  triangle  de 
symétrie.  Enfin  le  rapport  des  ravons  de  courbure,  en  leur  point 
de  contact,  de  la  courbe  triangulaire  et  de  la  conique  qui  vient 
d'être  définie,  n'étant  pas  altéré  par  la  transformation  (art.  2),  ce 

rapport,  en   vertu  de   la  relation  (5),  sera  égal  à  — —  ■    Ainsi   se 

trouve  démontré  le  théorème  suivant  dû  à  M.  Jamet  : 

Le  rayon  de  courbure,  en  un  point  quelconque,  d'une  courbe 
triangulaire  symétrique  d'exposant  n,  est  dans  un  rapport 

constant,  é mil  à avec  le  rayon   de  courbure,  au  même 

point,   de   la   conique  tangente   en  ce  point  à  fa  courbe  et  cir- 
conscrite au  triangle  de  symétrie. 

La  construction  du  rayon  de  courbure  dune  courbe  triangu- 
laire symétrique  se  trouve  ainsi  ramenée  à  la  construction  du 
rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  conique  dont  on  connaît  la 
tangente  en  ce  point  et  trois  autres  points.  J'ai  traité  celte  ques- 
tion précédemment  (  '  );  je  n'y  reviendrai  pas  ici. 

(')  Comptes  rendus  de  /'  [endémie  des   Sciences,   t.   C'A.  p.  --*.   Voir  égale- 
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0.  Considérons  une  courbe  tétraédrale  symétrique  d'exposant 
quelconque  n.  M.  Jamet  a  démontré  que  la  cubique  gauche  tan- 
gente, en  un  point  quelconque,  à  une  pareille  courbe  et  passant 
par  les  sommets  de  son  tétraèdre  de  symétrie  a,  au  point  de 
contact,  même  plan  oscillateur  que  cette  courbe. 

Il  résulte  de  là,  en  vertu  d'une  remarque  précédente  (art.  3), 
que  le  rapport  des  rayons  de  courbure  de  la  courbe  tétraédrale  et 
delà  cubique  ainsi  déterminée  se  conserve  dans  une  transforma- 
tion homographique  quelconque.  Faisons,  en  particulier,  une 
perspective  de  la  figure  sur  l'une  des  faces  du  tétraèdre  de  symé- 
trie, en  prenant  comme  centre  de  projection  le  sommet  opposé  de 
ce  tétraèdre.  La  courbe  tétraédrale  d'exposant  n  se  projette  sui- 
vant une  courbe  triangulaire  symétrique  d'exposant  /?,  la  cubique 
suivant  une  conique  tangente  à  cette  courbe  et  circonscrite  à  son 
triangle  de  symétrie.  Or  les  rayons  de  courbure  de  ces  deux  der- 
nières courbes  sont  dans  un  rapport  constant  et  égal  à (art.  o). 

Donc  il  en  est  de  même  du  rapport  des  rayons  de  courbure  de  la 
courbe  tétraédrale  et  de  la  cubique.  De  là  ce  théorème,  dû  égale- 
ment à  M.  Jamet  : 

Le  rayon  de  courbure,  en  un  point  quelconque,  d'une  courbe 
tétraédrale  symétrique    d'exposant  n,  est  dans    un   rapport 

constant,  égal  à >  avec  le  rayon   de  courbure,   au  même 

point,  de  la  cubique  gauche  tangente  en  ce  point  à  la  courbe 
et  passant  par  les  sommets  du  tétraèdre  de  symétrie. 

Les  considérations  dont  je  viens  de  faire  usage  dans  le  dernier 
paragraphe  de  la  présente  Note  sont  empruntées  à  une  Communi- 
cation faite  par  M.  Demoulin,  dans  la  séance  du  f\  mai  dernier. 
Je  les  ai  reproduites  ici,  parce  qu'elles  m'ont  paru  ajouter  à  l'in- 
térêt de  la  question  que  je  me  suis  proposé  de  traiter;  niais  j'en 
laisse  tout  le  mérite  à  ce  jeune  géomètre  distingué. 


ment  sur  ce   sujet  deux  Noies  de  iM.  Mannheim    {Comptes  rendus,   t.  LXXX, 
p.  619,  el  Bulletin  '/<■  lu  Société  mathématique,  t.  XVIII,  p.  i55). 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES 


SÉANCE   DU  6  JUILLET    1892. 

PRÉSIDENCE    m:    M.    VICAIRE. 

Cotn  m  u  n  ica  t  io  ns  : 


M.  Élie  Perrin  :  Quelques  remarques  sur  la  démonstration 
d' un  théorème  d' Arithmétique . 

M.  d'Ocagne  :  Sur  une  transformation  géométrique  condui- 
sant à  la  construction  de  courbes  unicursales  par  points  et  par 


M.  Laisant  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  un  problème   de    Géométrie. 

L'énoncé  suivant  m'a  été  communiqué,  il  y  a  bien  des  années 
déjà,  par  M.  Lemoine.  Je  ne  crois  pas  qu'il  l'ait  publié,  ni  qu'une 
solution  en  ait  été  donnée  : 

Trois  points  A,,  B,,  C|  ont  respectivement  pour  coordonnées 
x,y;  a-',  y';  x",y"  par  rapport  aux  côtés  AB,  AC;  BC,  BA;  CA, 
CB  d'un  triangle,  pris  pour  axes  coordonnés. 

Connaissant  A,,  B, ,  C,,  et  les  six  valeurs x,  r,  x\  )  ',  ./'',  r", 
trouver  le  triangle  ABC. 

Mon   intention    n'est  pas  de   donner  ici  une  solution  de  cette 

Fig.  i. 


question,  et  je  ne  crois  pas  qu'il  soit  aisé  ni  même  possible  d'en 

trouver  une  simple.  Je  veux  simplement   montrer   théoriquement 

xx.  > 
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comment  on   pourrait  la   résoudre,    et   surtout  en  indiquer  une 

transformation  assez  curieuse. 

Si  nous  appelons  a,  [3,  v  les  inclinaisons  des  trois  droites  incon- 
nues BC,  CA,  AB  sur  une  direction  fixe  quelconque,  et  si  nous 
posons  (voir  la  fi  g.  i)  : 

MN  =  weY  PQ  =  ae«,        RS  =  peP, 

nous  avons  évidemment  les  trois  équipollonces 

/  x'  t'Â  -+-  y  eP  -+-  w  s  Y  —  A  !  B  | , 

(i)  u  e* +  «■»?+ >' «T  -  B,  Ci, 

(ys«+    rsP-+-  #eY  =  C,A,. 

Ce  système  contient  six  inconnues  a,  (3,  y,  m,  e,  iv,  et  il  équi- 
vaut à  six  équations  algébriques. 

Il  est  donc  bien  déterminé.  On  verrait  d'ailleurs  qu'une  fois  les 
valeurs  a,  [3,  v,  m,  e,  tv  obtenues,  la  construction  des  points  A, 
B,  C  serait  des  plus  simples. 

La  résolution  du  système  (i)  peut  être  effectuée  de  la  façon  sui- 
vante, que  nous  indiquons  seulement.  On  en  tire  les  valeurs  desa, 
eP,  sY  en  considérant  les  équipollences  comme  des  équations  li- 
néaires; et  l'on  multiplie  l'expression  de  sa  par  sa  conjuguée,  ce 
qui  donne  pour  produit  i.  De  même  pour  sP,  sY.  On  a  donc  ainsi 
trois  équations  en  //,  c,  <v.  Mais  chacune  d'elles  est  du  sixième  de- 
g  v,  ce  qui  paraît  indiquer  presque  l'impossibilité  dune  solution 
simple,  à  inoins  de  réductions  imprévues. 

Mais  le  problème,  comme  nous  le  disions  plus  haut,  se  trans- 
forme en  un  autre  équivalent,  par  la  considération  des  équipol- 
lences (i)  qui  en  traduisent  l'énoncé.  Prenons,  en  effet,  par 
exemple,  la  première  de  ces  équipollences.  Le  premier  membre 
doit  représenter  une  ligne  brisée  de  trois  tronçons  partant  de  At 
pour  aboutir  en  B,  ;  le  premier  tronçon  a  pour  longueur  donnée 
x'\  un  autre  a  pour  longueur  r;  et  il  faut  que  le  tronçon  qui  com- 
plète la  ligne  brisée  ait  pour  direct  ion  Y.  Vax  répétant  la  même  ob- 
servation sur  les  deux  autres  équipollences,  nous  arrivons  ainsi  à 
reconnaître  que  la  question  peul  prendre  la  forme  que  voici  : 

Etant  donnés  sur  un  plan  trois  segments  DE,  FG,  KM  /><n/- 
i(i/i/  pivoter  chacun  autour  d'un  pain!  fixe  \K.  B,.  (M.  qui  lui 
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apfmrtient,  orienta-  ces  segments  de  telle  sorte  que  les  droites 
(lk,  III),  EF  soient  parallèles  à  DE,  FG,  Kll  respectivement. 

Les  Longueurs  données  sont  représentées  sur  la  figure  et  celles 

Fie.  2. 


C    .'/' 


de  GKj  III),  EF  sont  précisément  u,v,  w. 

Cet  énoncé  nouveau  ne  conduirait  pas  à  une  solution  plus 
simple,  si  ce  n'est  peut-être  au  point  de  vue  graphique  et  par  tâ- 
tonnements. Il  est,  en  tous  cas,  d'apparence  assez  différente  de  la 
cpiestion  primitive,  bien  que  le  problème  soit  identiquement  le 
même. 


SE  \NCE    DU   2<>    JUILLET    1892. 

PRÉS10KNCK    DE    M.    VICAIRE. 

Communications  : 

M.  Laisant  lit  une  lettre  d'Abel  ïranson, écrite  en  i<S(>N.  et  re- 
lative aux  principes  du  Calcul  directif. 

M.  Emile  Picard  transmel  une  Note  de  .M.  Mangeol  intitulée  : 
Recherche  des  surfaces  admettant  la  symétrie  courbe  des  sur- 
faces pol\  édi -a  les . 

M.  Félix  Lucas  :  Sur  la  théorie  des  courants  polyphasés. 

M.  Raflv  présente  une  Note  de  M.  Caronnet  :  Sur  des  su rfaces 
dont  les  lignes  de  courbure  s'obtiennent  par  quadratures. 

AI.  BiOCHE  lait  la  Communication  suivante   : 

Sur  les  singularités  des  courbes  algébriques  planes. 
1.   Les  nombres  (pu  entrenl  dans  les  formule-  de  Pliicker  -nui 
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deux  à  deux   corrélatifs,  sauf  le  genre  p  qui   esl   dualistique.  Les 
nombres  corrélatifs  sont  : 

i°  Le  degré  n  et  la  classe  /:; 

2°  Le  nombre  des  points  doubles  d  et  celui  des  tangentes 
doubles  t; 

3°  Le  nombre  des  points  de  rebroussement  /•  et  celui  des  tan- 
gentes d'inflexion  i. 

L'égalité  de  deux  nombres  corrélatifs  n'entraîne  pas  toujours 
celles  des  autres;  car  pour  les  cubiques  de  genre  p  =  i ,  on  a 

n  =  3,         d  =  o,         r  =  o, 

A  —  6,         t  —  o,         i '.  =  9. 

Mais  ce  fait  est  exceptionnel.  En  effet,  on  peut  déduire  des  for- 
mules de  Plûcker  les  égalités  suivantes 

3(  n  —  k )  =  r  —  i: 
■>. (cl  —  t  )  =  (  n  —  k  )( n  +  k ■  —  9) : 
de  sorte  que 

1"  Si  n  =  /.',  on  a  /•  =  i,  d  =  t  ; 

2"  Si  /•  =  /,  onan=  À',  d—  t  ; 

.')"  Si  d  =  t,  on  peut  avoir  soit  n  =  k  et  r  =  i,  soit  n  -f-  k  =  9; 
cette  dernière  solution  conduit  aux  cas  suivants  corrélatifs  deux  à 
deux  : 


(I) 

\  n  =  3, 

/■  =  C, 

<:/=/  =  0, 

/•  =  0, 

*'  =  9> 

/>  =  i; 

t  n  =  6, 

/»■  =  3, 

d  =  t  =  0, 

'=9- 

i  =  0, 

/>  =  1. 

II) 

1  /<  =  4- 
1   «  =  5, 

k  =  5, 
*  =  4, 

d=t  =  2, 
d=  t=  2, 

/  •  =  1, 
/•=4. 

p  =0; 
p=o. 

En  résumé,  sauf  les  cas  que  je  viens  d'énumérer,  l'égalité  de 
deux  nombres  corrélatifs  entraîne  celle  des  autres. 

2.  La  présence  «le  points  multiples  abaissant  la  classe  d'une 
courbe,  <>n  pourrait  penser  que,  parmi  les  courbes  d'un  degré  n 
donné,  celles  dont  la  classe  ;i  la  plus  petite  valeur  sont  les  courbes 
unicursales,  d'autant  plus  que  c'est  ce  qui  se  produit  pour  les  va- 
leur, inférieures  de  //.  «=3,   \  on  .*>.  Mais  cela  n'est   plus  vrai 
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pour  les  valeurs  supérieures,  cela  tient  à  ce  que  l'on  a  la  relation 
suivante  : 

d'où  l'on  déduit,  i  ne  pouvant  être  négatif, 

,        «  -4-  2 

/,    :    —  n. 


Il  est  facile  de  vérifier  que  Ion  peut  toujours  trouver  des  nom- 
bres positifs  satisfaisant  aux  relations  de  Plucker  et  tels  que  pour 
p=i,  par  exemple,  on  puisse  obtenir  une  valeur  de  k  inférieure 
à  la  valeur  minima  qui  correspondrait  à  p  =  o.  Il  est  vrai  qu'il 
n'est  pas  démontré  qu'à  tout  système  de  nombres  positifs  vérifiant 
les  formules  de  Plucker  il  correspond  une  courbe.  Mais  il  résulte 
des  Tableaux  donnés  par  Clebsch  (Leçons  de  Géométrie,  trac!. 
Benoist,  t.  II,  p.  68)  que  les  courbes  du  6%  du  7e,  du  8e  degré  de 
classe  minima  sont  de  genre  1:  celles  du  9e  et  du  10e  degré  sont  de 
genre  2;  celles  du  i2n  degré  sont  de  genre  3;  ces  courbes  ayant 
une  existence  effective  comme  le  montrent  des  exemples. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Egalités  à  deux  rt   à  trois   degrés;  par   M.   Michel   Fiiolov. 

Le  but  unique  de  la  science,  c'est  l'honneur 
de  l'esprit  humain,  et,  sous  ce  titre  une 
question  des  nombres  vaut  autant  qu'une 
question  du  système  du  monde. 

Jacobi  à  Legendre. 

1.  Dans  notre  Mémoire  Sur  les  égalités  à  deux  degrés, 
en  1889,  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France,  nous  avons  démontré  que  les  égalités  à  plusieurs  degrés, 
consécutifs  et  entiers,  sont  susceptibles  de  différentes  transfor- 
mations. Ainsi,  on  peut  augmenter  ou  diminuer  de  la  même  quan- 
tité tous  les  termes  d'une  égalité;  les  multiplier  ou  diviser  par  la 
même  quantité;  retrancher  tous  ces  termes  d'une  même  quantité, 
additionner  les  égalités  les  unes  aux  autres,  etc. 
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Dans  ce  second  .Mémoire,  nous  voulons  compléter  ces  études 
relativement  aux  égalités  à  deux  et  à  trois  degrés. 

2.  Appelons  S,,  S2  et  S3  les  sommes  des  premières,  deuxièmes 
et  troisièmes  puissances  des  nombres  d'un  groupe,  et  conservons 
les  signes  J_  et  A  pour  désigner  les  égalités  à  deux  et  à  trois  de- 
grés, que  nous  avons  adoptés  dans  le  premier  Mémoire. 

Prenons  l'égalité  à  trois  degrés  composée  des  plus  petits 
nombres 

i.  5,  8,   i2i2,  3.   m.    ii     (  Si  =  26;     S.j  —  234;     S3=2366). 

augmentons  tous  les  termes  de  2. 

{,    7.    IO,    l'|A  i,    5.    12,    l3, 

el  additionnons  les  deux  égalités,  en  supprimant  les  nombres 
communs  à  deux  groupes, 

1,  7,  8,   14A2,   î-   1 1,   i3    (St3o;     Sî=3io;     S3=  36ob). 

(Jette  égalité  se  déduit  aussi  directement  de  l'identité 

1,  4,  2,  5A  *2,  1 ,  5,   j. 

en  ajoutant  à  ses  termes  la  suite  additionnelle  o,  1,  2,  3,  jusqu'à 
ce  que  tous  les  termes  prennent  des  valeurs  différentes,  comme 
nous  l'avons  fait  dans  le  n"  9  du  premier  Mémoire,  pour  formel- 
les égalités  à  deux  degrés.  En  continuant  l'addition  de  celte  suite, 
on  obtient 

1.  8.  10,   17A2,  5,  i3,  [6(36;  454;  6426), 

1.  (j.  12,  20A2,  (>.  i">.  19(42;  626;  io458), 

1,  10,  14,  23 A 2,  7,  17.  22 (  j8;  826;  15912), 

1.  11.  i(i.  26A2,  8,  i().  25(54;  n>"i  i  ;  >.3oo  i  1. 

1,  12,  18,  29A2,  9,  21,  28(68;  i3io;  3i<)')ni. 

1,  i3,  20,  3aA2,  ro,  23,  3 1  (66 ;  r"><)i:  (2966), 

el  ainsi  de  suite. 

On  peut  déduire  de  ces  égalités  une  grande  quantité  d'autres 
an  moyen  des  transformations  indiquées  plus  haut.  Par  exemple, 
<ii  additionnant  les  termes  des  deux  dernières  et  en  les  diminuant 
<le  l'unité,  on  trouve 

1.  2f,    ;-.  60A  3,   18.    ji.   >8I  la  >:   S546;  280(78  1. 


Voici  encore  quelques  égalités  de  cinq,  sis  el  sept  termes  : 

i,     4i     8,    [2.    17A2,  3,     7.    ij,    16.               1     \i:      5 1 4 î       7218). 

1.     ('),   10.   1  î,   1 7  A  •  > ,  \.   m.   r>,   16               1     JS:     622;       H874  ). 

1,     4-     6,     <),   11.    1  î  A  a.  i.     ">.    m,    [2,  i3         (   45;     î'i:       5o85), 

1.     5,     6,   [.2,   i3,   17A2,  >.     7.   11.   1"),  16        i    54;     664;       9180), 

î,   10,  a3,  27,  3i,   j4-  <'()A3.  11.  20,  21,    ij,  19,  6y(2o5;  <.»"i7:  476335), 

1.    14.  2j,  28,  32,  45,  70A4,  12,  21,  25,  34,  ><>•  '  »  S  (  -^  1  î  :  <)"><>(>:   jo'ijiji. 

Ces   exemples  suffisent  pour  montrer  avec;  quelle  facilité  se  for- 
ment les  égalités  à  trois  degrés. 

15.    S'il  v  a  égalité  des  sommes  des  premières  et  des  troisièmes 
puissances  des   termes   de   deux  ou  de  plusieurs  groupes,  d   n'en 
résulte  pas  qu'il  existe  aussi  l'égalité  des  sommes  de  leurs  deuxièmes 
puissances,  comme  le  font  voir  les  exemples  suivants  : 
On  a 

(   1  -4-  8  -î-  i3  -+- 14  =2-+-7-t-i2-t-i5  =      36, 
j    ! 3-4-  83  +  1 33+  143=  2:M-  7:i-+-  I 23-f-  1  )3  =  5454 . 


(1) 
Mais 


et 

On  a 
(2) 
Mais 
et 


i2-+-82-f-  i32-+-  i42  =  43o, 

■22+72-+-I22-f-l  52=422. 

5  -i-10  -1-14  -1-19  ='^  -t-4  -î-9  -t-i<>  -i-18  =^       49) 

53+  ,03+  ,43.^  [93=  23_h43_t_g3_|_  i63+  l83=   IO729. 

i2-t-52-f-  io'2-h  1 . i -  — ! —  ig2  =  683. 
22h-  4M-  92-t-  i62-hi82=68i. 


On  peut  aussi  avoir  égalité  des  sommes  des  troisièmes  puis- 
sances, sans  égalité  des  sommes  ni  des  premières,  ni  des  deuxièmes 
puissances.   Par  exemple,  on  a 

p-S-j-'p^S:!^  ,  ,3.+.  133=23_|_63-1_93_(_  103+  123  =  368  I . 


tandi 


s  (nie 


iH-3M-5M-ii«T+-i3»=3a5        el         22-+-6M-92-f-io2-t-i2a=365, 

i  +3  -1-5  -t-  1 1  -+- 14  =    33         et         2  -+-6  +9  -f-  io  -+-  12  =    39. 

Remarquons  encore  que  légalité  des  sommes  des  puissances  de 
degrés  entiers  n'est   jamais  suivie  de  celle  des  sommes  des  puis- 


sances  de  degrés  fractionnaires,  ce  qui  csl  évident,  car  les  radi- 
caux aux  indices  fractionnaires  sont  des  nombres  irrationnels. 

Voici  un  exemple  qui  fera  voir  comment  balancent  les  sommes 
pour  les  degrés  fractionnaires  en  devenant  plus  grandes,  tantôt 
pour  l'un,  tantôt  pour  l'autre  groupe  : 

i<M-  [40-f-'>.^0-f-35°=<0-T-  i  i°-t~'25°-+-340=       4, 
i         L        i         i  i        i        i         i 

I*-f-  l42-h722-t-352=         l"),2j.  -22-f- 1  i2-t-2J2H-342—         [5,56, 

I»4-i41-+-221-K35,  =  21-+-  11*-+- 45»  -+- 34»=       72, 

.3333  3333 

i*-t- i42-H222-t-352  =     363,63,        •2s-l-ii2-t-25:!-)-342=     36a, 56, 
i2-t-  i42-t-222-+-358=  v.2-)-  1 1*4-25*-+-  342=    1906. 

1*-+-  l42-+-222-+-358=  I02JI  ,00,  22-r-  II2-t-252Tf-342=  10273,00, 

I3-)-  I  |:i-r-223-f-353  =  23-4-  I  I3-H253-+-  34 3=  56268. 

i.  La  méthode  employée  dans  le  premier  Mémoire  pour  la  ré- 
partition en  plusieurs  groupes  égaux  à  deux  degrés  d'une  progres- 
sion arithmétique  peut  aussi  être  appliquée  à  la  répartition  des 
nombres  en  groupes  égaux  à  trois  et  à  plus  de  degrés. 

Soit  une  progression  des  nombres  naturels, 

i,2,3  ...  (  m  —  2),     ( m  — 1),     m ,     (m  -+- 1),     (  m  -+-  2  ),     (/»-+-  3  )  ...  2 m . 

Nommons  R  la   somme   des  cubes  de  deux  nombres  du  milieu  m 

et  (  ///  4-  1)  et  11  la  quantité  (1  >.m  +  <>)•  Alors  les  sommes  des  cubes 

(m — i)3-+-(m  -1-  2)3,     (m  —  2)3-f-(/><  +  3  i3.     (m-3)1+(m  +  4)',      ... 

seront  respectivement  égales  à 

K-w/,     R-+-3k,     R-+-6K,     R-hioa,     ..., 

c'est-à-dire  qu'il  faut  multiplier  la  quantité  11  par  les  nombres  figu- 
rés  du  premier  ordre  ou  nombres  triangulaires 

„                 ,             „     > .                 m(m-\-i) 
1.  3.  6,   10,   1:1.  21,  28,  36 • 

2 

il   s'ensuit  que  pour   répartir  2/?2   nombres  consécutifs  en    />/ 

groupes  égaux  à  trois   degrés,  il  suffit   de  répartir  en  ni  groupes 

égaux  à  un  degré  les  (m  —  1)  premiers  nombres  triangulaires,  en 

y  ajoutant  o,  don!  la  somme  est  égale  au  nombre  ligure  du  second 

.                     .                   .,  .  (  m  —  1)  m(m  -+-  1) 
ordre  ou  nom  nie  pyramidal j.~ 
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o.    Il  est  possible  de  répartir  en  deux  groupes  les  huit  premiers 
nombres  triangulaires 

o.    i,  '5,  G,    10,    i5,  21,  28, 

dont  la  somme  est  égale  à  84,  car  on  a 

0  ■+-  6  -4- 15  H-  21  =  1  -+-  3  +  10  -4-  28  =  \i. 

Dans  ce  cas  m  =  8.  En  remplaçant  les  nombres  triangulaires  par 

des  couples  de  nombres  correspondants,  on  aura  l'égalité  à  trois 

degrés 

1,  4i  6,  7,    10,    11.    i3,    [6A2,  3,  5,  8,  9,    12,   1 4 »   '5, 

donnant  les  sommes 

S,  =  68,         S-,  =  748,         83  =  9248. 

La  somme  des  premiers  dix-huit  nombres  triangulaires,  y  com- 
pris o,  étant  égale  à  ()<)C),  on  peut  les  répartir  en  trois  groupes 
de  3'2.3,  des  deux  manières  suivantes  : 

1. 

0  +  i5  +  28-t-55-f-  io5  +  120=  1  +  10+  36 -f- 45 -h- 78 -f- 15 3 

=  3  +    6-1-21 +66  +  91 -1- 1 36. 


o  +  1 5  +  36  +  4  5  +  9 1  +  1 36  =  1  +  1  o  +  2 1  +  66  +  1  o5  +  1 20 

=  3+   6  +  28  +  55  +  78+i53, 

qui  donnent  deux  systèmes  de  répartition  des  trente-six   nombres 

1. 

1.  6,  9,    10.    14,    17,  20,  23,  •>.-,  28,  3i,  36 A, 

2.  5,  7,    12,    i),   16,  ai,  22,  25,  3o,  32,  35A. 

3.  4,  8,    m,    i3,    18,    19.  24,   26,  29,  33,  34. 


1,  6,  8,    m,   i),    16.  21,  22,  26,  29,  3i,  36A, 

2,  5,  9,   10,   i3,    18,    19,  24,  27,  28,  32,  35A, 

3,  4,  7,    12.    1  j.   17,  20,  23,  25,  3o,   33,  34, 

pour  lesquels 

S|  =  222,        S 2 1=  5402,        S3  =  1  î 7S  V> . 
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La  somme  des  vingt-cinq  premiers  nombres  triangulaires,  y 
compris  o,  étant  égale  à  2600,  on  peut  répartir  ces  nombres  en 
cinq  groupes  de  520  : 


0  -+-  i  "1 

55  -+- 

[20  -1-  3oo, 

I  -H  28  -+■ 

O'  -+- 

1 90  -+-  2 1 0 , 

3-1-  1  >  ■+- 

78  -+- 

171  ■+-  253, 

G  -+-  36  -+- 

66  + 

[36  +  276, 

1 0  -+-  2  1  -+- 

io5  -+ 

1 53  -+-  23i . 

En   remplaçant  les    nombres   triangulaires    par  les  couples   de 

nombres  correspondants,  on  aura  l'égalité  à  trois  degrés  : 

1,   10,   i5.   16.  25,  26,  35.  3(5,  {i,  5oA. 

:>.,     9,    i|.    17,   22,   29,   34,   37.  !\>..   49^i 

3.     7.   i3,  20,  23,  28,  3i,  38.  44,  48A, 

.'1,     8,   11.    [9,  21,  3o,  32,  4°i  13,    i7-^- 

5,     6,   12,   18.  24,  27,  33,  3o.  (5,  46, 


qui  donne 


S|  =  255, 


S,=  8585. 


32)125. 


().  Dans  notre  premier  Mémoire,  nous  n'avons  donné  qu'une 
méthode  pour  la  répartition  de  iti1  nombres  en  n  groupes  égaux 
à  deux  degrés.  Mais,  comme  ces  égalités  furent  dernièrement  ap- 
pliquées à  des  figures  plus  ou  moins  intéressantes,  il  ne  sera  pas 
de  trop  de  revenir  à  ces  égalités  pour  en  dire  quelques  mots. 

On   commença   par  disposer   des    nombres   appartenant   à    des 


groupes  égaux  à  dcu\  degrés  sur  les  périmètres  des  triangles  <•! 
des  carrés,  comme  le  montrent  \esjig.  1,  2,  3. 

L'égalité  représentée  par  la  fig.  1  s'obtient  de  la  manière  sui- 
vante : 
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On  prend  <!eu\  égalités  données  clans  le  premier  Mémoire 
i,  '),  GJ^s,  3,  7.         1,  6,  .Sj^y,    i,  9. 
En  remarquant  que  les  premiers  groupes  de  ees  égalités  ne  diffè- 
rent entre  cn\  que  par  les  nombres  5  el  8,  on  ajoute  à  la  première 
le   4e  terme  8  el   à   la   seconde  5,  et  l'on  obtient   trois  groupes 
(-aux 

1.    ">,  (i,   <S  ±  :>.,    i,   7,   (S  ^  2,   4*    >,  9         1  Sj=  20,   S2  =  126). 
Voici  les  égalités  de  ces  figures  : 


1,    >,  g,    10,   11,   i3,   16  JL  1,  5,  7,  8,   i3.   1  î,   17^2,  4j  6,    ioi    [2j    i3,    18 

(Sj=  65,  S2  =  793). 

Fig.  3. 

5         8        9       13      15      25     27     31.     35         \U 


29     28     2<f     22      12       10       3        2  3Z 


i.    7,    il.    i  i.     17,    [8,    21.     il.    32,  33  2m 

2,    3,     IO,     12,    22,    23,    2_j.    28,    29,  32  J, 

i.  5,     6,   iti,   19.  20,  23,  26,  3o,  36  ^ 

").  s.     <),   ri,   14,   r5,    <5,  27,  34,  35 
(S,=  i85,  s;      j495). 
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On  pourrait  aussi  disposer  ces  groupes  sur  les  circonférences 
des  cercles  tangents  entre  eux,  en  plaçant  les  nombres  qui  se  ré- 


Fig.  4- 


pèlent  dans  deux  groupes  et  se  trouvent  aux  angles,  aux  points  de 
contact,  comme  le  montre  la  fig.  4,  qui  représente  l'égalité 

1,    >,  6,  9,    11,   i5,    1  (>  J_  2,  3,  7,  9,    11,   i'i,   17  i  3,  4j  6,  8,    10,   14,    iS 

(S[  =  63,     S2  =  745). 

Si  les  groupes  ont  deux  nombres  communs  entre  eux,  ils  peu- 
vent être  représentés  par  des  cercles  qui  se  coupent,  comme  le 
montrent  \esjig.  5,  6  et  -. 

\  oici  leurs  égalités  : 

Fig.  5. 

3/-"         ~\2 


1 .    i,    ">.  8,    10.    1  i  J.  1    I,  <>.   7.   i).    r>  J^ 
(S,      ■;.,.    S,      323). 


».    8.    Q,     f* 


i,  G,  7,   12,   14,   17,  21,  22  J,  i.  G,  8,   ii,    i5,   16,    19,  24  JL 

2,  5,  9,   10,   i3.   18,   19,  24  X  :!'   ">'  "'   I2'   l3'   l8,   i0'  23J- 
(Si  =  100,     S2  =  iGjo). 


1,  6,  8,   11,   i5,    iG  J_  1,  G,  9,   10,   14,   17  J,  2,  5,  7,   12,   l5,   iG  2 

2,  5,  9,    10,   i3,    18  i  3,   \,  7,   12,   i/,,   17  J.  3,  4,  8,    11,    i3,    18 

(S,  =  57,    S2=7o3). 

Les  plus   iniéressantes  des  figures  numériques  de  celte  espèce 


sont  les  carrés  mrgiques  à  deux  degrés  qui,  sous  le  rapport  de  la 
difficulté,  surpassenl  do  beaucoup  les  carrés  magiques  ordinaires, 
ou  à  un  degré,  dont  des  mathématiciens  se  sont  occupés  jusqu'ici. 

C'est  M.  O.  Pfeffermann  qui  le  premier  publia  descarrésà  (\ci\x 
degrés  dans  les  Tableurs  du  Chercheur. 

Nous  donnons  à  la  page  en  regard  deux  carrés  de  8  «i  de  <>,  à 
deux  degrés. 

Dans  le  premier,  les  rangées  horizontales  el  verticales,  el  les 
deux  diagonales  donnenl  S,  =  260  el  S2=i  1  1 80  ;  el  dans  le  second 
S,  =  .W]()  et  Sj  =  2o«>i<). 

7.  Les  carrés  dont  les  rangées  soni  identiques  étanl  composés 
des  mêmes  nombres,  el  qui  ne  diffèrent  entre  eux  (pie  par  l'arran- 
gement et  la  disposition  de  ces  rangées,  ne  forment  que  de-  va- 
riantes d'un  même  type.  Il  est  évident  (pie  les  carrés  à  deux  cl  à 
plusieurs  degrés  sont  susceptibles  des  mêmes  transformations  que 
les  carrés  ordinaires. 

Il  va  trois  espaces  de  transformations  générales  des  carrés  (pie 
nous  avons  signalées  dans  une  iNole  présentée,  en  1NK6'.  au  Con- 
grès de  Nancy  de  l'Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences  :  1"  la  rupture  des  carrés  en  deux  parties,  avec  leur  inter- 
version; 2°  la  transposition  des  cadres  composés  chacun  de  quatre 
rangées,  deux  horizontales  cl  deux  verticales,  également  éloignées 
du  centre,  en  éloignant  les  uns  el  en  rapprochant  les  autres 
cadres  du  centre;  et  3°  le  retournement  des  cadres,  avec  la  transpo- 
sition simultanée  des  quatre  rangées  de  chaque  cadre,  de  sorte  que 
la  rangée  supérieure  passe  en  bas,  la  îangée  gauche  passe  à  droite 
et  réciproquement  la  rangée  inférieure  en  haul  el  celle  dedroileà 
gauche. 

Le  nombre  des  variantes  déterminé  par  les  deux  dernières  trans- 
formations esl  égal  pour  //  pair  à 


el    pour  //  impair  ;i 


n  —  ■?. 

1       •       ;      .  .  .  •:  


"  - ! 

x  1  x  ■}.  x  3  x  ...  x 


La  rupture  des  carrés  magiques  donne  deux  variantes,  le  carré 
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primordial  y  compris;  pour  les  carrés  semi-diaboliques,  elle  pro- 
duit quatre  variantes  ei  pour  les  carrés  diaboliques  n-  variantes. 

Le  lolal  des  variantes  d'un  carré  semi-magique,  dans  lequel 
Tune  ou  les  deux  diagonales  donnent  les  sommes  autres  que  S,  et 

S;>.  est  égal  à 

(Pj)!  =  (ixîx  5  x  ...  x  n)*. 

8.  Outre  cela,  tout  carré  dont  les  rangées  ne  sont  ni  complé- 
mentaires les  unes  des  autres,  ni  composées  de  nombres  complé- 
mentaires, fournil  un  carré  complémentaire,  en  v  remplaçant  tous 
les  nombres  par  leurs  compléments,  ce  qui  ne  trouble  pas  l'égalité 
à  plusieurs  degrés,  comme  le  montre  le  théorème  II  du  premier 
Mémoire. 

On  peut  encore  modifier  les  carrés  et  les  autres  figures  à  plu- 
sieurs degrés,  en  remplaçant  les  nombres  naturels  par  des  nombres 
correspondants  de  toute  autre  progression  arithmétique.  On  peut 
aussi,  en  partageant  la  série  des  nombres  naturels  en  m  sections 
de  p  nombres,  augmenter  les  termes  des  sections  de  quantités  dif- 
férentes pour  toutes  les  sections,  et  puis  remplacer  les  nombres 
naturels  par  des  nombres  ainsi  modifiés,  si  les  groupes  sont  com- 
posés des  nombres  pris  dans  toutes  les  sections.  Par  exemple,  en 
partageant  la  série  de  18  nombres  naturels  en  (i  sections 

I.  II.  III.  I\.  \.  VI. 

l,  2,   S         4i   5,  6         -.  8,  9  io,    n.    12  i3,    i  i.    i5  ili.    17,    iS 

on  peut,  en  laissant  les  nombres  de  la  première  section  san>  aug- 
mentation, augmenter  ceux  des  autres  sections  respectivement  de 
1,  2,  3,  4  et  5,  et  en  remplaçant  parles  nombres  modifiés  de  celle 
façon  les  nombres  naturels  de  l'égalité 

1,  <>,  9,   10,  1 4.   17 1 2,  5,  7.   12,   i5,  16 X 3,  4.  8.   11.   i3,   r8 
(Sj  —  57,     S,  —  703  >. 

en  déduire  l'égalité  suivante  : 

1,  7,   n.  il,  iH.  22I2,  6,  9.  i5,  19,   >.ij.  >.  5,   10,  1  i.   17.  -^3 
(  S,  =  72,     S2  =  n  }8). 

Mais  loiiies  les  modifications  de  ce  genre  ne  constituenl  pas  de 
solutions  pari iculières. 
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',).  Établissons  l'impossibilité  des  carrés  magiques  à  deux  degrés 
pour  des  valeurs  de  la  racine  n  inférieures  à  8. 


Les  formules  générales 


S,= 


n  | '/>--t- 1)        n3-t-  11 


et 


n(  n--\-  i  )(  ■>.n'1-+-  i  ) 


donnenl  pour 


n  =  3 
/i  =  4 
«  =  5 
/i  =  6 
n  =  7 


s2  = 

95, 

s2  = 

374, 

s2  = 

i  io5, 

s2  = 

270  r, 

s2  =  5775. 


Si  =  i5; 
Si  =    34; 

Si=  G5; 
Si =  1  1 1  ; 
Si  =  175; 

On  remarque  que  S(  et  S2  ont  la  même  terminaison  ou  chiffre 
final  pour  toutes  les  valeurs  de  n.  Cela  provient  de  ce  que  la  cin- 
quième puissance  de  tout  nombre  a  la  môme  terminaison  que  le 
nombre  lui-même.  Par  exemple  25  =  32  ;  35  =  243  ;  ^3  =  16807; 

Et  comme  la  différence  S2 —  S,  =  — - —  et  le  diviseur  3  est  pre- 
mier avec  10,  il  en  résulte  que  celte  différence  est  un  multiple 
de  10,  et  par  conséquent  S,  et  S2  ont  nécessairement  la  même 
terminaison. 

Remarquons  encore  que  les  carrés  de  tous  les  nombres  impairs 
sont  toujours  de  la  forme  (4^+  1).  Donc,  si  la  somme  S2  est  de 
la  forme  (4/t  +  i),  les  groupes  de  nombres  doivent  contenir  1, 
5,  9,  ...  impairs  et  n'en  peuvent  pas  contenir  3,  7,  11,  .  .  ..  Au 
contraire,  si  S2  est  de  la  forme  {/\h  -h  3)  les  groupes  ne  pourront 
contenir  1,  5,  9,  ...  impairs. 

L'impossibilité  des  carrés  magiques  à  deux  degrés  se  voit  im- 
médiatement pour  «  =  3  et  4,  car  parmi  les  8  groupes  de  trois 
nombres  donnant  S(  =  i5  : 

1,  5,  9;    1,  6,  8;    2,  4,  9:     '•    >•  8;    2,  6,  7;    3,  4,  8;    3,  5,  7;    4,  5,  6; 

aucun  ne  donne  S2  =  g5,  et  pour  n  =  4,  de  86  groupes  donnant 
S,  =  34,  il  n'y  a  que  deux  : 


8,  9,  i5     el     3, 


12,    1 


qui  donnent  S2  =  3"j4 • 

Pour  n=  5,  S2  =  1  io5  étant  de  la  forme  (4  A  -f- 1),  on  ne  peut 
disposer  dans  le  carré  les  i3  impairs  qu'en  prenant  deux  rangées 
xx.  6 
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de  5  impairs  et  trois  de  i  impair  et  de  4  pairs.  Or,  parmi  les  1 394 
groupes  donnant  S,  =65,  pas  un  seul  composé  de  5  impairs  ne 
donne  S2  =  1  io5. 

Pour  fi  =  6,  on  trouve  deux  systèmes  de  répartition  en  6  groupes 
égaux  à  deux  degrés  : 

I.  II. 

1,  8,  22,  24,  26,. 3o  1,   10,  18,  24,  26,  32 

2,  12,   17,   18,  28,  24  2,  12,  14,  22,  28,  33 

3,  9,  19,  20,  25,  35  3,  7,  20,  2t,  29,  3i 
4-  ").  21,  2'),  27.  3i  4i  9i  'A  23,  2"),  35 
G,  10.  1 4.  16,  32.  33  5,  11,  i3,  19,  27,  36 
7,  11,  i3,   i5,  29,  36  6,  8,  ilj,    17,  3o,  34 

Mais  ces  deux  systèmes  ne  se  prêtent  pas  à  la  formation  d'un 
carré  magique,  ce  qui  est  d'ailleurs  impossible,  à  cause  de  l'im- 
possibilité de  disposer  dans  le  carré  les  18  impairs  de  telle  ma- 
nière qu'il  y  ait  trois  rangées  horizontales  et  verticales  à  5  impairs 
et  trois  à  1  impair. 

Enfin  pour  n  =  7,  S2  =  0775  élant  de  la  forme  (4/i  4-  3),  les 
25  impairs  doivent  être  distribués  dans  six  rangées  à  3  impairs  et 
une  rangée  à  7  impairs.  Or  aucun  des  groupes  de  7  impairs  don- 
nant S,  =173  ne  donne  S2  =  >~7  >• 

10.  Ainsi  la  construction  des  carrés  magiques  à  deux  degrés  ne 
devient  possible  que  pour  n  —  8  et  au-dessus  de  8. 

Sans  entrer  ici  dans  les  détails  de  la  construction  de  ces  carrés, 
nous  nous  bornerons  à  donner  deux  procédés  de  transformation 
des  groupes  de  nombres  qui  permettront  de  déduire  rapidement 
d'un  seul  groupe  beaucoup  d'autres  égaux  à  deux  degrés.  On 
pourra  ainsi  dresser  en  peu  de  temps  des  Tables  de  tous  les 
groupes  de  //  nombres,  si  //  n'est  pas  trop  grand,  qui  serviront  à 
l.i  formation  de  tous  les  systèmes  de  répartition  de  n3  nombres, 
ainsi  qu'à  la  construction  des  figures  numériques  à  deux  degrés. 

Le  premier  procédé  consiste  à  prendre  dans  le  groupe  donné 
quatre  nombres  <i,  l>,  c,  d,  ions  pairs  ou  impairs,  ou  deux  pairs 
et  deux  impairs,  tels  que  la  différence  de  la  somme  des  extrêmes 
(a-\-d)e\  de  celle  des  moyens  (6 -h  c)  soi  I  un  nombre  pair  2/-. 
Si  l.i  première  esl  plus  grande,  on  diminue  chacun  des  extrêmes 
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de  /'  et  l'on  augmente  de  la  même  quantité  chacun  des  moyens, 
et  vice  versa.  Par  exemple,  en  prenanl  quatre  nombres 

5,    i ■',    [8,  3i     (S,       66;  S2  =    1  i  '  j  ) . 
on  a 

5  -+-  3 1  =  36  ;     12  h-  1 8  =  3o  ;     36  —  3o  =  6  :     |  =  3 . 

Donc  on  peut  remplacer  ces  nombres  par 

5  —  3:     12-+-  3;     18  +  3;     3i  —  3 
ou 

2,   i5,  21,  28    (Si  =  66;  S2  =  145/1). 
Soit  donné  le  groupe 

1,  6,  26,  35,  44,  48,  49,  5i     (Sj  =  260;     S2  =  11180). 

Nous  conviendrons  d'écrire  en  chiffres  gras  dans  les  groupes 
les  quatre  nombres  que  nous  nous  proposerons  de  remplacer,  et 
nous  obtiendrons  la  série  des  groupes  suivante  : 

1,  6,  26,  35,  44,  48,  49,  51; 

1,  6,  26,  35,  45,  47,  48,  52; 

1,  6,  26,  38,  42,  45,  47,  55; 

1,  6,  26,  39,  ii,  44,  48.  55; 

1,  6,  26,  38,  41,  45,  49,  54: 

1,  <i,  26,  37,  42,  45,  5o,  53, 
et  ainsi  de  suite. 

Voici  une  seconde  série 

ij,   i5,  [6,  17.  35,  45,  58,  60: 

ij,   i5,  16,  17,  39,  41,  54,  64; 

14,   1  >,  17,  21,  34,  36,  5g,  64; 

i{,   i5,  18,  20,  33.  37,  59,  64, 

et  ainsi  de  suite. 

11.  Dans  le  second  procédé  on  prend  trois  nombres  a,  h,  c 
tous  de  formes  différentes,  3A;  (3/i+i);  (SA-j-a),  ou  tous 
de  Tune  de  ces  formes.  C'est  avec  des  nombres  pareils  que  sont 
composées  les  égalités  1,  5,  6  J,  2,  3,  7  ;  1,  8,  9  ^  3,  4,  n  ; 
1 ,  1 1,  12  X  4?  5,  1  5,  .  .  .,  dont  les  termes  peuvent  être  augmentés 
respectivement  des  nombres  additionnels  o,  1,  2,  comme  c'est 
expliqué  dans  le  premier  Mémoire.  La  différence  de  la  somme  des 
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extrêmes  (a  +  c)  et  du  double  du  moyen  ib  sera  nécessairement 
divisible  par  3.  Nommons-la  3/. 

Si  a  +  c  >  2  b,  on  augmente  le  terme  moyen  b  de  2 1  et  l'on  di- 
minue a  et  c  de  £,  et  vice  versa. 

Par  exemple,  dans  le  dernier  groupe 

i-i,   i5,   18,  20,  33,  3j,  5g,  64     (Si  =  260;  S2  =11180), 

on  a  trois  nombres,  i5,  18,  33,  de  la  forme  3 A;  deux  nombres, 
37  et  64,  de  la  forme  (3/i-f-  1),  et  trois,  i4,  20,  59,  de  la  forme 
(3/i  +  2),  Si  nous  prenons  trois  nombres,  tous  de  formes  diffé- 
rentes, 

■20,  33,  3j     (Sj  =90;    S2  =  '285S), 
on  a 

•20  -t-  37  =  37  ;     2  x  33  =  66 ;     66  —  5y  =  9;    f  =  3 ;     2  x  3  =  6. 

Comme  («  +  c)  <C  2  fr,  on  fait 

■20 -h  3;     33  —  6;     37-1-3, 
ce  qui  donne 

23,  27,  4°    (Si  =90;  S2  =  2858), 

cl  l'on  aura  un  nouveau  groupe 

14,  i">,   18,  23,  27,  4o,  59,  64    (Si  =  '260;  S2  =  11180). 

Ces  deux  procédés,  étant  peu  compliqués,  suffiront  pour  dres- 
ser rapidement  les  Tables  de  tous  les  groupes  égaux  à  deux 
degrés. 


Recherche  des  surfaces  admettant  la  symétrie  courbe 
des  surfaces polyédrales;  par  M.  S.  Mangeot. 

\J Académie  des  Sciences  a  mis  au  concours,  il  y  a  quelques 
années,  l'étude  des  surfaces  qui  admettent  les  plans  de  symétrie 
des  polyèdres  réguliers. 

L'extension  que  j'ai  donnée  à  l'idée  de  symétrie  (')m'a  conduit 
à  rechercher  quelles  sont  1rs  surfaces  qui  possèdent  les  surfaces 
de  symétrie  des  surfaces  polyédrales. 

Pour  qu'un  système  «le  plans  soit  symétrique  par  rapport  ù  une 


C)  De  la  symétrie  courbe,  thèse  de   Doctorat.  Imprimerie  Gauthier-Villars  el 
fils. 
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surface,  il  faut  évidemment,  cl  il  suffit,  que  les  plans  qui  le  com- 
posent soient  deux  à  deux  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapporl 
à  la  surface.  Si 

y*  =  k&* 

est  l'équation,  en  axes  rectangles,  de  deux  plans  du  système,  une 
surface  de  symétrie  quelconque  de  l'ensemble  des  deux  plans  vé- 
rifie la  relation 

,      dz  dz 

dx      J  dy 

et,  dès  lors,  est  exprimée  par  une  équation  telle  que 

xy*  =  ¥(z). 

La  condition  pour  que  deux  autres  plans  (P),  (P|  )  du  système, 
représentés  par  les  équations 

P  =  ax  -t-  by  -+-  cz  -+-  d  =  o ,         Pj  =  <X\X  -+-  bxy  -t-  c^z  -+■  dx  =  o, 

soient  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à  cette  même  sur- 
face a  pour  expression 

[by/.+i  +(c-   +d)yk-+-a  F(z)][aly><+i  —  c1yF'(z)-i-/cb1F(z)] 
+  [ô1^A+i-H(ci^-Hrfi)7*-l-aiF(s)][a^+i    —  cy  F'(z)-hkb  F(z)]  =  o, 

et  donne  lieu  aux  relations 

ab\  -+-  bax  =  act  -+-  ca,\  =  ad\  -+-  dci\  =  o, 

bc{  -+-  cb\  =  bdi-h  db\  =  o, 

i(aax  -+-  k  bb1)F(z)  =  {-icci  z  -+-  edi  -+-  dci  )F'(z), 

qui  déterminent  les  fonctions  P,  P,,  F(s).  On  trouve  les  deux  so- 
lutions 

a'- 

V  =  ax-±-cZ,         P1==  —  (ax—  cZ),  F(z)=hZ~& 

a 

et 

P  =  by-hcZ.         P,=  ^  (by  —  cZ),  V(z)  =  hZ      ': 

en  posant  Z,  =  z  -\ —  et  désignant  par  h  une  constante  arbitraire. 
Si  l'on  transporte  l'origine  des  coordonnées  au  point  de  l'axe  des 
z  dont  la  cote  est >  on  voit  que  l'équation  de  la  surface  est  de 

la  forme 

f\-'<  3A'  =  h  , 
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/.'  riant   une  constante,  et  les  deux  plans  (P),  (^i)  sont  ceux  qui 
correspondent  à  Tune  ou  l'autre  des  deux  formules 

z2  y'2        z2 

x* =  ~k  '       T  ~  F  ' 

L'interprétation  de  ces  résultats  conduit  aux  propositions  sui- 
vantes : 

i°  Un  système  de  plans  ne  peut  offrir  la  symétrie  par  rapport 
à  une  surface  courbe,  indécomposable,  que  si  les  plans  du  sys- 
tème passent  par  un  même  point  et  sont  au  nombre  de  2,  4  ou  6  : 
d'où  il  résulte  que  les  surfaces  polyédrales  fermées  ne  peuvent 
avoir  d'autres  surfaces  de  symétrie  que  des  plans; 

2°  Quand  un  système  de  plans  présente  la  symétrie  relativement  à 
une  surface  courbe,  il  admet  une  infinité  d'autres  surfaces  de  sy- 
métrie; 

?)°  Les  seuls  angles  polyèdres  convexes  symétriques  par  rapport 
à  des  surfaces  courbes  sont  les  angles  tétraèdres  dont  les  quatre 
arêtes  sont  les  diagonales  d'un  même  parallélépipède  rectangle; 

4°  Les  systèmes  de  six  plans  qui  possèdent  la  symétrie  courbe 
sont  ceux  formés  par  les  six  plans  diagonaux  des  parallélépipèdes 
rectangles. 

Les  surfaces  de  symétrie  des  systèmes  de  six  plans  ne  diffèrent 
pas  de  celles  des  systèmes  de  quatre  plans.  Celles-ci,  rapportées 
aux  trois  plans  de  symétrie  qu'admet  nécessairement  le  système, 
onl  pour  équation 

l  1 1  .,-'"  y  zr  =  const., 

les  quatre  plans  du  système  étant  définis  par  deux  quelconques  des 

relations 

y*        z2  Z'1  ./-1- 

a         r  r         m  m         n 

.le  trouve  ainsi  que  les  surfaces  1*  qui  correspondent  à  la  for- 
mule (1)  sont  toutes  les  surfaces  de  symétrie  des  surfaces  polyé- 
drales. Le  problème  que  je  me  suis  proposé  sera  donc  résolu  9Î, 
me  donnanl  les  valeurs  de  m,  n.  r.  je  puis  déterminer  les  sur- 
faces S  qui  sont  symétriques  par  rapport  à  chacune  des  sur- 
faces -. 

Je  considère,  à  cet  effet,  les  courbes  définies  par  les  deui  équa- 
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lions 

a?2        y-       .  /•-        z2 

(a)  •—       i .  i 

nt  n  m  r 

À  et  u.  étant  deux  paramètres.  Chacune  d'elles  est  symétrique  par 
rapport  à  l'une  quelconque  des  surfaces  S  comme  étant  l'intersec- 
tion de  deux  cylindres  hyperboliques  qui  ont  tous  deux  cette  sy- 
métrie, et  il  en  sera  évidemment  de  même  de  chacune  des  sur- 
faces de  la  congruence  que  forment  ces  courbes,  c'est-à-dire  des 
surfaces  représentées  par  l'équation 

r- 


(3)  f  (■' '-S-,      -■---)   =o, 

où  y  est  le  symbole  d'une  fonction  arbitraire.  Ces  surfaces  font 
donc  partie  des  surfaces  S.  J'ajoute  que  ce  sont  toutes  les  surfaces 
S.  En  effet,  soit  S'  l'une  quelconque  de  celles-ci.  J'imagine  une 
courbe  C  tracée  à  volonté  sur  S',  et  un  point  M(.r',  y\  z')  pris  sur 
cette  courbe.  Le  lieu  des  points  symétriques  du  point  M  par  rap- 
port à  toutes  les  surfaces  S  est  une  courbe  C,  qui  doit  appartenir 
à  la  surface  S'  :  or  les  équations  de  C  sont 

.r-        i-        a?'2        y'1  ■>■'        z'1        a?'2        z  - 

m         n         m  n  ni         r         ni  r 

et  leur  forme  fait  voir  que,  si  le  point  M  décrit  la  courbe  C,  la  sur- 
face engendrée  par  C,  c'est-à-dire  la  surface  S',  devra  avoir  une 
équation  telle  que  (3). 

On   peut  écrire  l'équation    (3)   sous  cette  forme,    plus    symé- 
trique, 

i  -        s2        z2        ./•-       ./■-        V2 


(4)  ./ 

On  est  parvenu,  en  définitive,  au  tbéorème  suivant  : 

L'équation  (4),  dans  laquelle  f désigne  une  fonction  arbi- 
traire, est  l'équation  générale  des  surfaces  S  qui  admettent 
toutes  les  surfaces  de  symétrie  des  surfaces  polyédrales ;  et 
ces  surfaces  de  symétrie  sont  données  par  la  formule  (i). 

En  particulier,  les  équations 

/'(  x2  ■+-  kz*,  .r2  —  fcs2  )  =  o        (k  <  o  i, 
/(■2a?2  —  z*,  iy*  —  z*)=  o, 

/'  i  y-  —  z- ,  s2  —  ■>'-,   r'2  —.r'2  l  =  o 


définissent  respectivement  les  surfaces  qui  ont  la  symétrie  courbe 
de  l'angle  tétraèdre  régulier,  celle  de  l'angle  polyèdre  de  l'octaèdre 
régulier,  et  celle  de  l'angle  tétraèdre  formé  par  les  diagonales  du 
cube;  et  les  deux  formules 

déterminent,  la  première,  les  surfaces  dont  chacune  est  symétrique 
par  rapport  à  tous  les  paraboloïdes  isoscèles  (xy  =  hz)  ayant  le 
même  sommet  et  les  mêmes  plans  principaux;  la  seconde,  les 
surfaces  dont  chacune  est  symétrique  par  rapporta  tous  les  cônes 
du  second  ordre  (xy  =  hz2),  ayant  les  mômes  plans  principaux 
avec  une  môme  section  principale  équilatère. 

Je  me  propose  de  rechercher  celles  des  surfaces  S  qui  sont  ré- 
glées et  celles  qui  sont  de  révolution. 

Si  l'on  assujettit  la  courbe  (2),  génératrice  de  toutes  les  sur- 
faces S,  à  s'appuyer  sur  une  droite  donnée,  on  trouve  une  relation 
telle  que 

(5)  (aX  +  i|Ji+  c)2-h  a'X  +  //u-f-c'  =  o, 
se  réduisant  à  la  forme 

(6)  (aiX  +  ô1{jn-c1)»-+-aiX  =  ol 
lorsque  la  droite  rencontre  l'axe  des  s,  et  à  celle-ci 

(7)  (fljl  +  52|ji  +  c2)!+i2;i  =  o, 

quand  la  droite  coupe  l'axe  des  y.  dette  relation  représente  la  sur- 
face engendrée  si  l'on  y  suppose  X  et  u.  remplacés  par  les  valeurs 

—  — -— ,  —  —  —  •  On  en  conclut  nue  celles  des  surfaces  S  sur  les- 

ni         n     m         r  * 

quelles  on  peu!  appliquer  une  droite  qui  ne  soit  pas  parallèle  .1 
l'une  des  droites  I)  définies  par  les  formules 

m         n  r 

sont  des  surfaces  du  second  ou  du  quatrième  ordre.  Or  considé- 
rons une  surface  S  qui  soil  réglée  :  son  équation  aura  uécessaire- 
incii  1  la  forme  (5).  Oh  rec aîl  que,  si  elle  n'esi  pas  un  des  cy- 
lindres correspondant  aux  formules  |  2),  celles  de  ses  génératrices 
qui  rencontrent  l'axe  des  y  ou  l'axe  des  z  ne  sonl  parallèles  ;'■  au- 
cune des  droites  D.  Il  en  résulte  que  son  équation  doil  avoir  .1  la 


-  89 


fois  l'une  cl  l'autre  des  formes  (6)  et  (7),  et  comme  ces  formes  ne 
peuvent  être  identiques  qu'autanl  (juc  a\  cl  //,  sont  nuls,  on  \oit 
que  la   surface  considérée  est,  dans    tous  les   cas,   du  deuxième 


degré. 


D'un  autre  côté,  en  partant  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

du  premier  ordre 

m  a       r 

p h  q  -  —  - 

x  y       z 

qui  caractérise  les  surfaces  S,  et  cherchant  à  y  satisfaire  en  même 
temps  qu'à  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  de  ré- 
volution, on  trouve  que  celle-ci  doit  se  réduire  à  la  forme 

qx—py  =  0, 

lorsqu'on  suppose  l'axe  de  révolution  non  parallèle  au  plan  des  xy. 
Or  la  solution  commune  à  ces  deux  équations  est,  on  s'en  assure 
aisément, 


s/ 


r(x-  -+-  y2) 

— ^—  +  const. 


On  en  conclut  que  les  surfaces  S  qui  sont  de  révolution  doivent 
vérifier  l'une  ou  l'autre  des  trois  équations 


x- 

y* 

+  z* 

=  const., 

m 

a  -+-  r 

yl 

-2 

-+-  x"- 

=  const., 

II 

r 

-+-  m 

y- 
-^—  —  const. 


/•  m  -+- 

Donc,  les  seules  surfaces  réglées,  et  les  seules  surfaces  de 
révolution  qui  possèdent  la  symétrie  courbe  des  surf  aces  polyé- 
d 'raies,  sont  des  quadriques. 

J'indiquerai  encore  un  résultat  concernant  les  plans  de  symétrie 
du  cube. 

Rapportées  aux  trois  droites  qui  joignent  les  centres  des  faces 
opposées  du  cube,  les  surfaces  S,  qui  ont  les  surfaces  de  symétrie 
du  système  des  six  plans  diagonaux  du  cube  sont  définies  par 
l'équation 

/<  y1  —  ~2-  z%  —  -r2>  -r2  —  y1  )  =  », 

et  ces  surfaces  de  symétrie  par  la  formule 

xyz  =  consl . 
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Je  cherche  celles    des  surfaces   S,    qui  sont    symétriques    par- 
rapport  aux  six  plans  précédents.  Chacun  des  neuf  plans 

x  =  o,  y  =  o,  z=  ... 

y  =  ±  z,  s  =  ±  x,         x  =  -±l  y 

étant  alors  un  plan  de  symétrie  de  ces  surfaces,  leur  équation 
doit  pouvoir  être  ramenée,  d'après  un  résultat  connu,  à  la 
forme 

'il  1/,  (',  w)  =  o, 

en  posant 

M  =  a?8  -hy*  -+-  zt,         v  —y^z^-r-  z2  x- -+- x*- y2 ,  w  =  x2y2z2. 

Comme  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  S,  est 

p  .  q      ' 

■ — \-  —  =  —  » 

x       y        z 

la  question  revient  à  déterminer  la  fonction  m  satisfaisant  à  la  con- 
dition 

i    do         i    do         i    do 

-   —  -h  -   --'-  H •-   =  O. 

x  ôx       y  Oy        z   Oz 

Cette  relation,  exprimée  uniquement  à  l'aide  de  il,  p,  w,  s'écrit 

ainsi 

„  do  Oo  do 

3  V"  -+-  '2  "  -r-  -+■  v  —*-  =  o- 
du  dv  d\v 

En  l'intégrant,  on  trouve  que  m  est  une  fonction  quelconque  des 

deux  quantités 

u2  —  3  v,     2  u*  —  çjiiv  -+-  27  w, 

c'est-à-dire  une  fonction  des  deux  expressions 

1  y'1  +  ^-î ,r2  )  (  ;-  -1-  .r2  —  2JK2  )  (  a?2  -+- y2  —  2  ~2  ) . 
On  en  conclut  que  l'équation  arbitraire 

ç|a»  -h  p*  ■+■  y2,  (  P  —  Y)<  y  —  «)(«—  P  'I  =  "- 


OÙ  1  on  a 


:j2 


Y  =  x-  —  y- 


définît  des  surfaces,  el  les  seules  surfaces,  possédant  la  symétrie 
plane  du  cube  et  la  symétrie  courbe  du  système  de  ses  six  plans 
diagonaux  (  '  ). 


(')  J'ai  fail  connaître  les  résultats  qui  précèdent  dans  une  Communication  pré 
sentée  à  l'Académie  des  Sciences  l  se :e  du    19  juin  1891). 
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Sur  des  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure 
s'obtiennent  /tur  t/uudralure ;  \ya\'  M.  Tu.  Cuïojnm'.t. 

Considérons  une  surface  quelconque  (S)  et  soient  a  et  [ïi  les  pa- 
ramètres des  courbes  de  l;i  surface  (|iii  ont  pour  représentation 
sphérique  les  génératrices  rectilignes  de  la  sphère. 

On  sait  que  dans  ce  système  de  coordonnées,  imaginé  parOssian 
Bonnet,  l'équation  du  plan  tangent  esl  (') 

et  que  l'équation  des  lignes  de  courbure  revêt  la  forme  très  simple 
(  i  )  /■  <lv.-  —  t  d$z  =  o, 

si  l'on  pose 

La  courbure  totale  du  premier  membre  de  (i)  a  pour  expres- 
sion 

D/    '       s 
drt 


*J7t  D(«,P) 

Elle  s'annule  donc  pour 
(■2)  r<  =/(*-)■ 

Considérons  maintenant  une  surface  qui  ait  pour  élément  li- 
néaire 

û?s2  =  r  dz'2  —  t  d'ji-  ; 

si  nous  supposons  la  relation  (2)  vérifiée,  cette  surface  sera  déve- 
loppable,  et  l'on  obtiendra  ses  lignes  de  longueur  nulle  par  qua- 
dratures. 

Par  conséquent,  on  obtient  par  de  simples  quadratures  les  lignes 
de  courbure  de  toute  surface  (2)  pour  laquelle  le  ^  du  plan  tan- 
gent vérifie  une  équation  telle  que  (2). 

Pour  obtenir  de  pareilles  surfaces,  représentons  par 
(3)  F(|,«,p)  =  o 


(')  Voir  G.  IUrboux,  Leçons  sur  la  Théorie  générale  des  surfaces.  Première 
Partie,  p.    i'i1' 
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une  intégrale  de  l'équation 

rt=f(s). 

Si  u,  v,  tv,  p  sont  les  coordonnées  tangentiellcs  de  (S),  on  a 

u       i  -h  % 


P 

\ 

V 

= 

l(?- 

y-> 

p 

r 

w 

= 

\ 

i 

Tirant  de  ces  formules  les  expressions  de  ij,  a,  [3  en  fonction  de 

u,  v,  w,  /?  pour  les  porter  dans  l'équation  (3),  on  obtiendra  une 

relation 

#(«,  v,  w,p)=  o, 

qui  sera  l'équation  tangentielle  d'une  surface  (S)  dont  les  lignes 
de  courbure  s'obtiendront  par  quadrature. 

On  pourra  faire  l'application  de  cette  remarque  aux  équations 

rt —  s-=  o, 

ri —  s2-f-  a-  =  o. 

Dans  le  premier  cas,  l'équation 

F(S,a,p)=o 

représente  une  développable  quelconque. 

Quant  à  l'équation 

rt  —  s2  +  a2  =  o, 

on  trouvera  son  intégration  dans  l'Ouvrage  déjà  cité  de  INI.  Dar- 
boux  (Liv.  VII,  Cbap.  V). 


Sur  les  fonctions  rationnelles  des  racines  cV  une  équation 
entière;  par  M.  Blutel. 

Théorème  I.  —  Toute  fonction  entière  /('i,  x*,  . . .,  xm)  des 
radias  d'une  équation 

à  coefficients  quelconques,  /><■///  se  mettre  sous  forme  <l  une 
fonction  entière  par  rapport  aux  coefficients  de  cette  équation, 
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et  par  rapport  à  m  —  i  racines  ,r,, ./;,,  . . .,  ./■„,  ,,  cette  nouvelle 
fonction  étant  de  degré  p par  rapport  à  xm__p.  Cette  transfor- 
mation n' est  possible  que  d'une  seule  façon. 

Démontrons  d'abord  la  première  partie  du  théorème  pour  une 
fonction  entière  f(xt,  x2)  des  racines  d'une  équation  du  second 
degré 

x*-h  ptx  -H/>2  =  o. 

Si  l'on  tient  compte  de  la  relation  x<  -+-  x2  -h Pi  =  o,  on  obtient 

f(xu  X.2)  =J'(XX,    —pi  —  Xi). 

Celte  dernière  fonction,  où  l'on  remplacerait  x\  autant  de  fois 
(jue  possible  par  — {pKxK  -\-p2\  prendrait  finalement  la  forme 
a  -+-  .r,  b,  où  a  et  b  sont  des  fonctions  entières  de  px  et p2. 

Supposons  donc  la  propriété  démontrée  pour  une  équation  de 
degré  m  —  1  et  cherchons  à  l'étendre  à  une  équation  de  degré  m. 
Soit  une  fonction  entière  f(x{ ,  x2,  . . .,  xm)  des  racines  d'une  équa- 
tion entière 

X'"-hplX"l-l-h  piXm-i~h.  .  .-\-pm  —  O. 

On  peut  la  regarder  simplement  comme  une  fonction  entière  de 
./j,  ,r;1,  . . .,  xm  qui  sont  les  racines  de  l'équation 

xm-x  -+-  (a?i  -t-  pl)x"l-i-+-  (x\  -h  fi  Xi-Jr-p-^x'n-i-h.  .  . 

-+-  X'l'~l  -^Pix'l1-*  -f-. .  .^-pm-\  =  o. 

Gomme  telle,  elle  se  mettra  sous  forme  d'une  fonction  entière 
des  coefficients  de  cette  équation  et,  par  suite,  de  x,,  pt,  p»,  ..., 
pm__t,  fonction  entière  aussi  par  rapport  à  x2,  x3,  . ..,  xm_K  et  de 
degré  m  —  2  par  rapport  à  x2,  de  degré  m  —  3  par  rapport 
à  x3,  etc. 

Soit 

/i(a?i,  a?2,  •  • ..,  x„i-i,  PuPî,  ...,pm-i) 

cette  nouvelle  fonction;  en  tenant  compte  de  la  relation 

.>'{'  -h  PiX'l'-1  -4-,  .  .-+-/>,„  =  O, 

on  la  ramènera  à  ne  contenir  xK  qu'au  degré  ni  —  1,  et  l'on  aura 
alors  la  forme  énoncée.  Nous  verrons  plus  loin  que  cette  forme  ne 
peut  s'obtenir  que  d'une  seule  façon. 
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Il  résulté  immédiatement  de  là  que  toute  fonction  rationnelle 

h  ./-,.  ./-, x,„) 

i'  (    '"l  •   ■'': r>n   > 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

fx(.ru  x.2,  ....  a-,,,-],  pu  p*,  ...,  p,„) 
Fi(a?i,  x2,  .  ..,  .r„,-u  Pi,  P*,  ...,/>,«)' 

où  les  fonctions/,  et  F,  possèdent  les  propriétés  énoncées  dans  le 
théorème  précédent. 

Théorème  II.  —  Si  la  fonction  rationnelle 

R  _   /(^i.   r, x„,  ) 

Fi.rj,  a?2j  .  .  .,  ,r/n) 

cs£  «/?<?  fonction  symétrique,  les  deux  polynômes  fi  et  F,  de 
la  remarque  précédente  regardés  comme  fonctions  entières 
de  x{,  x-2,  ...,  xm_^  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes 
par  rapport  à  p{,  />2,  .  . .,  p„n  ont  leurs  coefficients  proportion- 
nels et  la  valeur  de  la  fonction  symétrique  est  égale  au  rap- 
port de  deux  coefficients  correspondants. 

Dans  le  cas  de  deux  racines,  on  a 

R  _  f(-r\,  -r2)  _   ni  pu  p2)-har1  b(  pu  p{) 
~  F(.r,,  x2)        A( pu  jo2)-f- X\  B(puj>,  • 

Cette  fonction  rationnelle  du  premier  degré  par  rapport  à  ./-, 
conserve  la  même  valeur  si  l'on  remplace  .r,  par  x2,  à  cause  de  la 
symétrie  de  R;  cet  échange  n'altère  d'ailleurs  pas  les  valeurs  de/;, 
et  p.  ni,  par  suite,  les  coefficients  a,  b,  A,  B. 

On  en  conclut  qu'elle  esl  indépendante  de  .r,  et,  par  suite,  que 

"   Pi,  Pt)  _  b(pi,  Pi)  _  R 
^(P\,Pi)         B(PuPi) 

I  huis  le  cas  général,  on  ;i 

R  _  ./'    'i-  Xj,  ...,  x,„)  _^  /i(.ri,  x2,  .  ..,  .r„,-i) 
"  F(a?!,  x2,  . ..,  xm)        Pt(xu  a?s,  ...,  Xm-\  ) 

_     (l(X\,  3*2,    .--,   3"/;;-2)+-r»l-l^(-r1-    r2 >',,i-i) 

\      F,,   3-2,    .  ..,   .rw     2  )-f-  .ï„,-|  B(.r,.   37, / 
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n,  6,  A,  H  étant  aussi  des  fonctions  entières  de  pt,  p>,  ...,/>,„. 
Puisque  R  est  une  fonction  symétrique,  elle  ne  change  pas  si 
l'on  y  remplace  xm  i  par  ./•„,,  échange  <pii  ne  modifie  pas/?,, 
/>2,  ...,/>,„  ni,  par  [suite,  les  fonctions  a,  6,  A,  lï.  On  en  conclut, 
connue  plus  haut,  que  l'on  a 

.      _  «p,,  a-2, ^ „,_.,)  _   &(.ri,  .r2.   •  •-,  ^m-2)  _ 

A(a?i,  .2-0,  . . .,  xm-î)  ~  B(a?i,  a?2,  ...,  a?/«-i) 

Chacun  de  ces  nouveaux  rapports  est  de  la  forme 

u(xx,  x<i, xm-3)-^-  xm^v{xu  x^  ..  .,  .r„t_3)-+-  x}n_<,w(xu  x2,  ...,x„,-Z) 

V(xu  .r2,  ....  xm-3)-h  xm-2Y(xi,  x2,  ...,  xm-3)-i-  xjll_.2\\{xi,  x2,  ...,  xm-3) 

Leur  valeur  ne  change  pas,  si  l'on  y  remplace  xm_2  successive- 
ment par  xm_t  et  par  xm,  à  cause  de  la  symétrie  de  R;  comme  ils 
sont  du  second  degré  seulement  par  rapport  à  xm_2,  on  en  conclut 
qu'ils  n'en  dépendent  pas,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

il  v  <r 

"*  =  U  =  V  =  w 

et  trois  autres  égalités  semblables. 

La  même  démonstration  peut  évidemment  se  répéter  de  proche 
en  proche,  et  l'on  aura  finalement  pour  R  une  suite  de  rapports 
dont  les  termes  ne  dépendent  plus,  en  dehors  de  p,,  p2,  •  • .,  pm, 
que  de  la  seule  racine  xK  qu'ils  renferment  an  degré  m  — •  1  ;  comme 
ils  conservent  la  même  valeur  lorsqu'on  y  remplace  ,r,  successive- 
ment par  les  m  —  1  autres  racines,  on  conclut  qu'ils  ne  renferment 
pus  X\ ,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Conséquences.  —  i°  Toute  fonction  rationnelle  symétrique  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

™(P\,  Pî,   •  ••,  Pm) 
&{Pl,  P-2, pm)' 

t.)  et  ù  désignant  deux  polynômes;  elle  peut  donc  être  regardée 
comme  un  quotient  de  deux  polynômes  symétriques  par  rapport 

aux  racines  X\ ,  x.2,  .  .  .,  Xm. 
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2U  On  peut  remarquer  aussi  que  si  une  fonction  entière 

f(xu  xiy  ...,  xm) 

est  symétrique  et  si  on  la  met  sous  la  forme  réduite  indiquée  dans 
le  théorème  I,  elle  se  réduira  à  son  terme  indépendant  de  a*,, 
x2)  . . .,  xm_\ .  En  effet,  on  peut  la  regarder  comme  une  fonction 
rationnelle  symétrique  dont  le  dénominateur  est  i  ;  appliquant  le 
théorème  II,  on  voit  que  les  coefficients  des  divers  termes  renfer- 
mant x, ,  x-2,  ...,  xm_t  au  numérateur  de  la  forme  réduite  sont 
tous  nuls. 

On  déduit  de  là  un  perfectionnement  important  à  la  mé- 
tliode  de  Cauchy  pour  le  calcul  des  fonctions  symétriques 
entières. 

On  commencera  par  faire  disparaître  dans  la  fonction  symé- 
trique une  racine  quelconque  xm  par  exemple,  puis  on  ramènera 
la  fonction  à  ne  plus  contenir  une  autre  racine  Xm_\  qu'au  premier 
degré;  ce  résultat  obtenu,  on  négligera  tous  les  termes  renfermant 
Xm_\.  On  ramènera  la  fonction  restante  à  ne  plus  contenir  une 
nouvelle  racine  xm_2  qu'au  second  degré,  puis  on  négligera  tous 
les  termes  renfermant  encore  xm_2,  etc. 

3°  La  réduction  d'une  fonction  entière  quelconque 

f{X\,  2*2,   .  .  .,   Xm) 

n'est  possible  que  d'une  seule  façon. 

Si  l'on  avait  en  effet  de  deux  façons  différentes 

/(a?i,o?„  . .  .,xm)  =/i(a?i,a?8,  . . .,  xm-u  Pu  P*>  —  /'•■■)< 
f(xifxt,  ...,xm)  =  f[{.ri,.r2,  .  ....r,,,-,,  puPt,,..,  pm), 

on  aurait 

r>  _     _  /l(^l,J~-2,  ...,xm-i,pt,p2,  ...,/>,„) 
~  /t(#li#2>  •••,&m-uPi,  fi,  ■■-,  Pm) 

L'application  du  théorème  II  à  cette  fonction  symétrique  montre 
qu'il  y  a  bien  égalité  entre  les  coefficients  des  deux  fonctions  fx 
et  f\  regardées  comme  polynômes  par  rapport  à./,.  ./•...  .  .  .,  x,„_,. 
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Sur  une  méthode  pour  représenter  dons  le  /dan  les  cubes 
magiquesà  n  dimensions;  par  M.  Schlegel. 

1.  Pour  (îxcr  la  notion  <l  un  cuhc  magique  à  n  dimensions  il 
faul  d'abord  se  rappeler  que  le  segment  de  droite,  le  carré  et  le 
cube  peuvent  être  regardés  comme  les  premiers  termes  d'une  sé- 
rie de  figures  que  l'on  peut  poursuivre  dans  l'espace  à  n  dimen- 
sions (1). 

Le  terme  général  de  cette  série,  c'est-à-dire  une  figure  régulière 
à  n  dimensions  et  à  2"  sommets  est  ce  que  nous  appelons  le  cube 
à  n  dimensions. 

Représentons-nous  un  système  formé  de  r  —  1  espaces  à  n  —  1 
dimensions,  équidistants  et  parallèles  entre  eux.  Alors  un  cube  à 
n  dimensions  peut  être  décomposé,  au  moyen  de  n  systèmes  pa- 
reils, normaux  l'un  à  l'autre,  en  r"  cubes  congrus  (cellules). 

Ainsi  l'on  trouve,  pour  n  =  2  el  r  =  5,  que  le  carré  est  décom- 
posé en  20  carrés  par  2  systèmes  de  4  droites  ;  ou,  en  posant  n  =  3, 
/•  =  5,  le  cube  décomposé  en  125  cubes  par  3  systèmes  de  4  plans. 
Remarquons  aussi  que  la  figure  peut  être  regardée,  de  n  manières 
différentes,  comme  agrégat  de  rn~{   séries  linéaires  de  r  cellules. 

Imaginons  encore  qu'on  ait  distribué,  aux  rn  cellules,  les  nom- 
bres entiers  de  1  à  /•",  de  sorte  que  toute  série  linéaire  de  nombres, 
dans  toutes  les  n  directions,  donne  la  même  somme  s;  alors  cet 
agrégat  de  nombres  est  ce  que  nous  appelons  un  cube  magique  à 
n  dimensions  et  de  l'ordre  r. 

On  aura 

1 1 1  s  = —  :  /•«-•  — 


Si,  en  outre,  chacune  des  ?/?_l  séries  diagonales  donne  la  somme 
.9,  nous  dirons  que  le  cube  magique  est  parfait. 

Avant  de  traiter  le  problème  mentionné  dans  le  litre  de  ce  Mé- 
moire, nous  donnons  préalablement  quelques  autres  remarques 
sur  les  cubes  magiques. 

Si  r  est  un  nombre  impair,  on  peut  augmenter  la  perfection 
du  cube  magique,  en  ajoutant  la  condition  que  les  séries  joignant 


(')    Voir  par  exemple   mon   Mémoire  :    Quelques  théorèmes  de  Géométrie  à 
n  dimensions  (Bull.  Soc.  math,  de  France,  t.  X,  p.  172). 

XX.  7 
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les  milieux  de  deux  ligures  limitâmes  opposées  (arêtes,  faces, 
solides,  etc.)  donnent  la  même  somme  s.  Or  le  nombre  des  ligures 
kp  dimensions  limitant  un  cube  à  n  dimensions  est 

(2)  2<«-/»J#r/», 

où 

(3)  /r,<==  "("-'>•••("-/>  +  '>. 

1 . 2 . .  .p 

Donc  le  nombre  des  séries  joignant  les  milieux  de  deux  ligures 
opposées  est 

Et  comme  il  y  a  n  —  1  espèces  de  figures  limitantes,  diverses 
par  le  nombre  de  leurs  dimensions,  il  faudra  prendre  dans  l'expres- 
sion (4)  pour  p  toutes  les  valeurs  de  1  à  n  —  1,  pour  obtenir  le 
nombre  entier  des  conditions  particulières  comprises  en  la  condi- 
tion susdite.  (En  posant  p  =  o  on  retrouverait  le  nombre  des  sé- 
ries diagonales.)  Ainsi,  en  posant  pour  le  cube  ordinaire  n  =  3, 
on  trouve  que  le  nombre  des  séries  joignant  les  milieux  des  arêtes 
[p  =  1)  est  6,  et  que  le  même  nombre  relatif  aux  faces  (p  =  2) 
est  3. 

Mais  l'ensemble  de  ces  conditions  (que  nous  appelons  condi- 
tions primaires)  ne  suffit  pas  encore  pour  restreindre  le  nombre 
des  cubes  magiques,  qui  les  remplissent,  à  un  seul.  Donc  on 
peut  encore  ajouter  des  conditions  que  nous  appelons  secondaires. 
Ainsi,  pour  n  =  2,  on  peut  ajouter  la  condition  connue  que  l'on 
passe  d'un  nombre  au  suivant  par  le  saut  du  cavalier. 

Enfin  remarquons  que  tout  nombre  compris  dans  un  cube  ma- 
gique à  n  dimensions  est  situé  ('•gaiement  dans  n  séries  linéaires, 
iv-  carrés,  n'3  cubes  ordinaires,  enfin  en  n's  cubes  à  s  dimensions. 

2.  Pour  représenter  dans  le  plan  le  cube  magique  à  n  dimen- 
sions, nous  remplaçons  chacune  des  rn  cellules  à  n  dimensions, 
faisant  partie  du  cube,  par  un  petit  carré  [élément)  qui  renferme 
le  nombre  appartenant  à  la  cellule.  Alors  on  obtient  >;iih  difficulté 
les  représentations  suivantes  (pour  r  =  3)  : 

1  l,c  cube  "  0  dimensions  est  l'élément  lui-même,  représenté  par  un  simple 
carré  (  fie.  \  )■ 
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2°  Le  cube  à  i  dimension  fait  partie  de  la  série  des  nombres  entiers  commen- 
çant par  i  et  est  représenté  par  une  bande  composée  <le  /•  carrés  {fig-  2). 

3°  Le  cube  à  2  dimensions  (  le  carré  proprement  <lit  )  est  représenté  par  /•  bandes 
de  l'espèce  précédente  {fig.  3). 

4°  Le  cube  à  3  dimensions  (le  cube  ordinaire).  Pour  le  représenter  dans  le 
plan  nous  l'imaginons  décomposé  en  /•  carrés  de  l'espèce  précédente.  Ces  carrés, 
placés  l'un  après  l'autre,  forment  une  bande  qui  <-si  l'exacte  image  du  cube 
{fig-  •'■  )• 

5°  Tout  de  même  le  cube  à  \  dimensions  est  décomposé  en  /■  cubes  à  3  dimen- 
sions. Donc  il  est  représenté  par  un  carré  composé  de  r  bandes  de  l'espèce  pré- 
cédente. 


Fit 


Fig.  /,. 
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On  voit  bien  que  cette  méthode  de  représentation  est  suscep- 
tible d'être  généralisée  à  volonté.  Donc  un  cube  magique  à 
n  dimensions  est  représenté  par  une  bande,  si  n  est  impair,  et  par 
un  carré,  si  n  est  pair.  Alors  la  bande  est  composée  de  /•  carrés, 
et  le  carré  de  r  bandes,  et,  chacune  de  ces  figures  représente  un 
cube  à  (n  —  1)  dimensions,  et  ainsi  de  suite. 

11  ne  faut  pas  oublier  que  la  décomposition  d'un  cube  à 
//  dimensions  en  cubes  à  (n  —  1)  dimensions,  impossible  à  l'égard 
de  Géométrie,  ne  regarde  ici  qu'un  ensemble  de  nombres,  arrangé 
en  forme  de  cube,  arrangement  qui  donne  bien  lieu  à  la  décom- 
position mentionnée.  Aussi  il  importe  peu  d'imaginer  que  les 
nombres  du  cube  magique  à  n  dimensions  soient  renfermés  en 
carrés  plans  au  lieu  de  cellules  à  n  dimensions. 

Quant  à  l'image  plane,  chacun  des  petits  carrés  est  situé  dans 
.n  séries  (ou  bandes)  rectilignes.  Mais,  tandis  que  dans  le  cube 
ces  séries  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  il  faut  les  cher- 
cher dans  l'image  plane  à  l'aide  des  figures  que  nous  venons  de 
décrire.    Ainsi    on    trouve    que    les    groupes   (o,  1,  1),    (o,  2,  2), 
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(o,  3,  3),  (o,  4,  4)  forment  des  séries  rectilignes  de  petits  carrés. 
On  voit  cela  immédiatement  dans  les  fig.  2  et  3.  Quant  aux 
fig.  4  et  5,  il  faut  imaginer  une  superposition  de  carrés  plus 
grands  qui  sont  composés  de  q  cellules  et  séparés  l'un  de  l'autre 
par  une  double  ligne.  Alors  on  voit  que  les  cellules  (o,  3,3)  ou 
(o,  4j  4)  sont  de  même  superposées  l'une  à  l'autre  et  forment  une 
série  rectiligne.  On  peut  choisir  à  volonté  une  autre  cellule 
que  (o)  et  l'on  trouvera  aisément  les  séries  qui  la  renferment.  On 
voit  aussi  que  généralement  l'image  plane  d'un  cube  à  n  -f- 1 
dimensions,  en  comparaison  de  celui  à  n  dimensions,  contient  une 
direction  de  plus,  de  sorte  que  cette  image  sulfit  complètement 
pour  manifester  l'égalité  des  sommes  formées  par  les  nombres  de 
chaque  série  du  cube  magique.  De  même  on  ne  rencontrera  pas 
de  difficultés  à  suivre  les  directions  diagonales  ou  les  autres  direc- 
tions qu'il  faut  prendre  en  considération  dans  le  cube  magique 
parfait  de  l'ordre  impair. 

Enfin  il  faut  remarquer  les  deux  théorèmes  évidents  : 

i"  Toute  image  plane  d'un  cube  magique  à  n  dimensions 
et  de  V  ordre  reformée  par  un  carré,  représente  également  un 

n 

cube  magique  à  is  dimensions  et  de  l  ordre  r1         ,  où  is  <C  n. 

2°  Toute  image  plane  d'un  cube  magique  à  n  dimensions 
cl  de  V ordre  /",  formée  par  une  bande,  représente  également 

un  cube  magique  à  {~is  -f-  i)  dimensions  et  de  l'ordre  r  -       .  où 

2X+I<«. 

3.  Exemple.  —  La  méthode  qui  nous  a  servi  à  calculer 
l'exemple  suivant  (')sera  publié  dans  un  Mémoire  qui  suivra.  Elle 
est  différente  des  méthodes  employées  par  d'autres  géomètres 
(Sauveur,  Hugel,  Sche(fier)  pour  obtenir  des  cubes  magiques  à 
trois  dimensions.  Elle  donne  généralement  la  solution  de  ce  pro- 
blème :  Etant  donné  un  cube  magique  à  n  dimensions  et  de 
r  ordre  i\  trouver  à  son  aide  un  cube  magique  à  n  +  i 
dimensions  et  de  l'ordre  r. 

(  '  i  i  m-  série  d'autres  exemples,  embrassant  !<"•  cas  :  />  •'*  el  /•  3  à  9,  n  \ 
et  /•  ---.  '1  .1  fi,  //  ~>  ci  r  '<.  csi  représentée  pai  des  Tableaux  trop  étendus  pour 
être  publiés  ici. 
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Dans  la  résolu  lion  de  ce  problème  il  faul  distinguer  les  cas  : 
/•=  2),  H-  i,  /  ■  ==  4"X-f-  2,  /■=  |X. 

L'exemple  suivant  offre  un  cube  magique  parfait  à  quatre 
dimensions  de  l'ordre  3. 
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Cette  figure  représente  encore,  comme  nous  l'avons  indiqué 
ci-dessus,  un  carré  magique  de  l'ordre  9. 

Au  lieu  du  Tableau  précédent  on  peut  aussi  faire  usage,  poul- 
ie même  cube  magique,  de  trois  autres  représentations  en  double 
projection,  que  l'on  trouve  dans  mon  Mémoire  :  Sur  une  méthode 
pour  représenter  dans  le  plan  les  solides  homogènes  à  n  dimen- 
sions (Rendiconti  del  Circolo  mat.  di  Palermo,  t.  V,  p.  1-7, 
fig.  ia,  ib  et  3).  En  effet,  on  parvient  aisément  à  pincer  les 
nombres  aux  sommets  et  aux  milieux  des  arêtes,  et,  si  l'on  veut, 
aux  milieux  des  faces. 

Explications.  —  Voici  d'abord  les  huit  cubes  magiques  ordi- 
naires limitant  le  cube  à  4  dimensions  : 
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Les  cubes   (1.8),    (2.7),    (3.6),  (4.5)   sont   opposés   l'un   à 
l'autre. 

Les  huit  axes  diagonaux  sont  : 

lij.41.67l,  |53.4i. ag|,  |i3.4ii6g|,  |56-4i.a6|, 
1 34.41.48 1,     [66.4i.i6|,     [  35.4i.47  1,     |a4-4i-58|. 

Les  seize  lignes  joignant  les  milieux  des  arêtes  opposées 

sont  : 

| 55.4i.27  |,     | 57.4i.a5  |,     |  54.4i. a8|,     |52.4i.3o|, 

|23.4t.59|,  |  2a.41.60  |,  |  64.41.18  |,  |  65.4i. 17  |i 
1 74-41-  8|,  |  4-41.78 1,  |75.4i-  7l,  |43.4i.3g|, 
|  61 . 4  ï .  a  1  | ,     |  12 . 4  1  •  70  | ,     |  G'». .  4 1  •  20  | ,     |  5  1  . 4  1  •  3  1  |  • 

Les  douze  lignes  joignant   les  centres    des  /(/ces   opposées 

sont  : 

I  i4-4i-68|,     |36.4i.46|,     I42.41. 4o|,     |8o.4i.  a|, 

|  ',5.41.37!,     144-4i  .38  |,     |    5.41-77  I,     I  6.41.76  |, 

|  50.11.321,     f49.4i.33|,     |io.4i.7a|i     |  u. 41. 71  |. 

Les   quatre    lignes  joignant  les  centres  des  cubes  opposés 

sont  : 

|  73.41 .  g|,     1 63 .  [i.ig|,     |  1 .41-81  |,     |  79.41.  3  |. 
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Toutes  les  sommes  le  long  des  quatre  directions  principales 
des  huit  axes  diagonaux  et  des  lignes  joignant  les  milieux  des  arêtes, 
laces  cl  cubes  opposés,  font  ia3. 

Outre  cela,  chacun  des  huit  cubes  limitants  a  un  axe  diagonal 
qui  donne  la  même  somme.  Ces  axes,  avec  les  numéros  donnés  à 
ces  cubes  ci-dessus,  sont  : 

(i)  |i5.73.35|,     (2)  |53.   i.69|,     (3)  li3.G3.47l,     (4)  |  1S.79.29  h 
(5)  1 53.  3  -  67  l ,     (6)  j35.19.69l,     (7)  j  i3.8i.agl,     (8)  |  47-  9-<>7  | , 

Ces  axes  forment  ensemble  une  ligne  continue  et  rentrant  en 
elle-même. 

Tout  nombre  est  situé  simultanément  dans  quatre  séries  linéaires 
(suivant  les  directions  principales).  Par  exemple,  ces  séries  sont, 
pour  le  nombre  54, 


55.i4.54l,     |  56.54.i3  |,     |  54.   5.64 


54. 10.39 


l'uis   tout  nombre   est    situé  dans  six  carrés,   par    exemple    le 
nombre  54  dans  les  suivants  : 


i5 

55 

53 

5i 

'4 

">7 

S  6 

54 

i3 

56 

54 

i3 

5i 

10 

62 

16 

59 

48 

55 

5o 

18 

i4 

63 

46 

54 

10 

59 

55 

45 

20 

il 

73 

36 

54 

5 

64 

56 

54 

i3 

4  > 

5 

75 

^4 

114 

3r> 

54 

5 

04 

10 

81 

!  2 

59 

37 

27 

Enfin,   tout  nombre  est  situé  dans  trois  cubes  à  trois   dimen- 
sions. 


104 


Une  lettre  d'Abel  Transon. 

La  lettre  qu'on  va  lire  a  été  communiquée,  à  la  Société,  par 
M.  C.-A.  Laisant,  qui  s'est  exprimé  ainsi  : 

En  feuilletant  de  vieilles  notes,  ces  jours  derniers,  je  viens  de  retrouver 
une  lettre  d'Abel  Transon,  lettre  que  j'eus  l'honneur  de  recevoir  de  lui  à 
l'époque  où  il  publiait,  dans  les  Nouvelles  Annales,  ses  articles  si  remar- 
quables sur  le  Calcul  directif,  c'est-à-dire  en  1868. 

Cette  lettre  est,  en  quelque  sorte,  un  complément  et  un  commentaire  de 
la  série  des  articles  dont  il  s'agit;  à  ce  titre,  elle  peut  présenter  un  réel 
intérêt,  au  point  de  vue  de  l'histoire  et  de  la  doctrine  des  imaginaires. 
C'est  ce  qui  m'a  déterminé  à  la  reproduire  et  à  la  communiquer  à  la  Société 
mathématique  de  France. 

On  y  retrouvera  les  qualités  de  clarté  et  de  netteté  philosophique  qui 
caractérisaient  ce  grand  esprit. 

«  Paris,  29  juin  1868. 

»  Vous  avez  bien  raison  de  voir  une  analogie  étroite  entre  les 
Clefs  de  M.  Cauchy  et  les  Nombres  directif  s  d'Argand-Français- 
Mourey.  Toutefois,  le  nombre  directif  correspond  essentiellement 
à  une  ligne  unique  dont  la  longueur  est  mesurée  par  le  module 
et  la  direction  par  V argument.  Ce  nombre  peut  être  remplacé 
par  la  ligne  brisée  à  termes  trigonométriques  ou  par  toute  autre 
ligne  brisée  terminée  aux  mêmes  extrémités.  Mais  il  y  a  un  grand 
avantage  à  avoir  impliqué  dans  une  seule  lettre  la  grandeur  et  la 
direction,  au  lieu  de  les  expliciter  en  deux  termes  distincts.  C'est 
un  point  tout  à  fait  capital  qui  caractérise  la  doctrine  de  l'Algèbre 
directive;  et,  à  vrai  dire,  je  ne  suis  pas  bien  certain  que  M.  Cauchy 
ait  accepté  aussi  nettement  que  le  supposent  MM.  lîriot  et  Bouquet 
cette  représentation  du  nombre  imaginaire  par  un  chemin  oblique. 

»  Vous  verrez,  dans  les  articles  que  j'ai  publiés,  de  nombreux 
exemples  qui  établissent  l'avantage  de  cette  conception.  En  voici 
un  que  je  regrette  d'avoir  omis,  car  il  est  aussi  simple  que  décisif. 

»  Si  l'on  fait  le  produit  directif  de  plusieurs  imiiés  dirigées  res- 
pectivement sous  les  inclinaisons  <i ,  A,  c,  ...  et  représentées  par 
i„,  1/,,  \r,  ...,  on  a,  d'après  la  règle  de  la  multiplication,  la  valeur 
du   produit  donnée   par 

1,,  1  /,  i(. .  .  .  —  i„  1  /, . ,- 1  ...- 

<  )r.  en  remplaçant  maintenanl  chaque  unité  Inclinée  par  une  ligne 
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brisée  en  cosinus  et  sinus,  on  ;i  immédiatemenl  le  théorème  de 

Moivre 

(cosa  -+•  is\na)(cosb  -+-  i  sin&). ..  =  cos(«-i-  b  -+-...)  -t-  îsin(a  -+■  b  -4-.. .). 

»  Ensuite,  il  est  bien  vrai  aussi  qu'en  considérant  essentielle- 
ment le  nombre  dit  imaginaire,  sous  sa  forme  usuelle  a  -f-  b\j  —  i  ; 
considérant,  en  outre,  a  et  b  comme  une  ordonnée  et  une  abscisse, 
et,  par  suite,  ce  nombre  comme  déterminant,  à  la  façon  de  Des- 
cartes, un  point  quelconque  du  plan;  il  est  bien  vrai,  dis-je,  qu'on 
est  naturellement  conduit  à  se  demander  si  l'addition  d'un  nou- 
veau terme  affecté  d'un  nouveau  coefficient  de  perpendicularité 
ne  conduira  pas  à  un  point  hors  du  plan,  à  un  point  quelconque 
de  l'espace.  Cette  extension,  que  vous  avez  bien  aperçue,  est, 
comme  vous  le  savez  aussi,  le  principe  de  la  tbéorie  des  quater- 
nions  de  M.  Hamilton.  Sans  avoir  imaginé  cette  tbéorie,  les  inven- 
teurs du  calcul  directif,  Argand,  Français  et  Mourey,  eux  aussi, 
ont  entrevu  une  extension  de  la  doctrine  à  une  certaine  Géométrie 
de  l'espace. 

»  Pour  moi,  j'ai  voulu,  dans  l'exposition  du  calcul  directif, 
écarter  complètement  ce  point  de  vue.  J'ai  voulu  montrer  que  le 
chemin  incliné  sur  le  plan  réalise  le  symbole  imaginaire  de  l'Al- 
gèbre; et  qu'ainsi  tous  les  nombres  requis  par  les  nécessités  du 
calcul,  le  nombre  fractionnaire,  le  nombre  positif  et  le  nombre 
négatif,  et  enfin  le  nombre  dit  imaginaire  sont  procurés  à  l'Al- 
gèbre par  la  Géométrie,  avec  le  même  caractère  de  nécessité!... 
Résultat  très  important  à  nos  yeux,  parce  qu'il  en  doit  suivre  une 
réforme  dans  l'enseignement  de  l'Algèbre.  Et  à  ceux  qui  m'ont 
souvent  objecté  :  mais  pourquoi  ne  sortez-vous  pas  du  plan?  je 
répondais  :  ce  n'est  pas  la  Géométrie  à  trois  dimensions  qui  est 
en  souffrance,  qui  a  des  symboles  imaginaires,  inexpliqués;  c'est 
l'Algèbre.  Donc,  quand  la  Géométrie  vient  au  secours  de  l'Algèbre 
pour  combler  une  lacune,  l'Algèbre  serait  mal  venue  de  répondre 
à  la  Géométrie  :  Construisez  d'abord  des  symboles  applicables  à 
l'espace;  c'est  alors  seulement  que  j'examinerai  si,  comme  vous 
le  dites,  il  y  a  vraiment  des  nombres  dont  le  carré  soit  négatif,  ce 
«pic  j'ai  toujours  nié  jusqu'ici .... 

»  En  d'autres  termes,  le  nouveau  symbole  de  perpendicularité 
nécessaire  pour  sortir  du  plan  me  paraît  une  invention,  nullement 
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dénuée  d'utilité  cl  d'opportunité  sans  doute;  mais  aussi,  inévita- 
blement marquée  de  quelque  arbitraire.  Or,  je  tenais  précisément 
à  établir  que  la  correspondance  du  chemin  incliné  delà  Géométrie 
avec  le  symbole  imaginaire  des  algébristes  est  aussi  naturelle  que 
la  correspondance  de  la  divisibilité  indéfinie  des  grandeurs  li- 
néaires avec  la  génération  du  nombre  fractionnaire;  ou  aussi  na- 
turelle que  la  correspondance  des  deux  chemins  opposés  de  la 
Géométrie  cartésienne  avec  les  nombres  dits  positifs  et  négatifs 
de  l'Algèbre. 

»  Pour  m'éclairer  complètement  à  ce  sujet,  pendant  que  je  com- 
posais la  série  des  articles  des  Nouvelles  Annales,  je  me  suis  pro- 
curé une  Thèse  de  M.  Allégret  sur  les  quaternions.  Sans  m'être 
assimilé  la  théorie,  qui  n'est  peut-être  pas  exposée  dans  cette  thèse 
d'une  façon  bien  lucide,  j'en  ai  vu  assez  pour,  d'une  part,  me 
confirmer  dans  l'opinion  ci-dessus,  et  me  décider  à  ne  faire  aucune 
mention  des  quaternions  à  l'occasion  de  la  vraie  théorie  des 
quantités  dites  imaginaires.  Mais  j'ai  vu,  en  même  temps,  que 
celte  théorie  des  quaternions  avait  déjà  donné  des  résultais  inté- 
ressants et,  tout  au  moins,  des  expressions  nouvelles  de  propriétés 
déjà  connues  de  la  Géométrie  des  lignes  et  des  surfaces. 

»  Ainsi,  bien  loin  de  vous  détourner  de  cette  étude,  je  ne  crains 
pas  d'exprimer  la  conviction  que  cette  ihéorie  pourra  donner  des 
résultats  vraiment  nouveaux.  M'est-il  pas  évident  que,  si  l'on  peut 
impliquer  dans  une  seule  lettre  la  grandeur  et  la  direction  d'un 
chemin  oblique  de  l'espace,  c'est-à-dire  représenter  par  une  seule 
lettre  la  fonction  dite  quaternion,  sauf  à  procéder  tout  le  calcul 
qui  dérive  de  cette  théorie,  une  équation  entre  deux  variables  suf- 
fira pour  exprimer  dans  l'espace  des  lois  de  transformation  des 
figures?.  .  . 

»   A  bel  ïransojn.   » 


Sur  les  involutions  d'espèce  quelconque; 
par  M.  IM  \\  Genty. 

I.  M.  Guccia  définit;  dans  ses  Leçons  de  Géométrie  supé- 
rieure, les  involutions  de  degré  n  el  d'espèce  k.  Une  pareille  in- 
volution,  qu'il  désigne  par  le  symbole  [*,  esl  une  9érie  linéaire  k 
lois  indéterminée  de  groupes  de  n  points  pris  sur  une  droite  ou 
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sur  uni1  courbe  unicursale  donnée;  c'est-à-dire,  i < * 1 1  < ■  que  /.'  points 
arbitraires  de  la  droite  ou  de  la  courbe  déterminent  un  groupe 
unique  de  n  points  appartenant  à  l'involution. 
Analytiquement,  une  équation  de  la  forme 

li  Ui  -+-  X2U2  ■+-...  -+■  >>/1+i  U/,+1  =  o, 

dans  laquelle  les  X,-  sont  des  paramètres  arbitraires,  et  les  U;  des 
polynômes  de  degré  n  par  rapport  à  la  variable  t1  au  moyen  de  la- 
quelle peuvent  s'exprimer  rationnellement  les  coordonnées  de  la 
courbe  unicursale  donnée,  représente  une  involution  de  degré  n  et 
d'espèce  k.  Cette  définition  de  l'involution  I*  n'est  autre  que  la 
traduction  analytique  de  la  définition  géométrique  donnée  primi- 
tivement. 

2.  De  la  définition  précédente,  nous  déduisons  immédiatement 
qu'il  existe  une  infinité  de  groupes  d'une  involution  ]*  possédant 
en  un  point  donné  un  point  multiple  d'ordre  k'<^k.  De  plus, 
tous  ces  groupes  appartiennent  évidemment  à  une  involution  \~_jy 
qui  est  dite  adjointe  au  point  multiple  donné. 

En  particulier,  un  point  donné  considéré  comme  point  multiple 
d'ordre  k  détermine  un  groupe  unique  de  l'involution  I*.  Nous 
voyons,  d'après  cela,  qu'il  doit  exister  un  nombre  fini  de  groupes 
d'une  involution  1*  possédant  un  point  multiple  d'ordre  k  -+-  i  • 
Nous  allons  rechercher  ce  nombre,  que  nous  désignerons  par  un. 

3.  Nous  emploierons  dans  ce  but  une  démonstration  plus  courte 
que  celle  de  M.  Guccia.  Le  seul  lemme  analytique  auquel  nous 
aurons  recours,  et  qui  nous  servira  pour  toutes  les  démonstrations 
qui  suivent,  est  le  principe  de  correspondance  de  Cliasles  que  nous 
énonçons  une  fois  pour  toutes  : 

Si  deux  séries  de  point  s  X  et  \  se  correspondent  algébrique- 
ment, de  telle  sorte  qu'à  un  point  X  correspondent  [i  points  Y 
et  à  un  point  Y,  a  points  X,  le  nombre  des  coïncidences  des 
points  X  et  \  sera  a  +  j3. 

Soit  A  un  point  donné  de  la  courbe  unicursale.  Ce  point  consi- 
déré comme  point  multiple  (Tordre  k  détermine  un  groupe  unique 
de  l'involution  I*,  et,  par  conséquent,  n  — /,'  points  M  différents 
de  V  el  appartenant  à  ce  groupe.  Il  s'agit  de  déterminer,  quand  A 
parcourt  la  courbe  donnée,  le  nombre  des  coïncidences  du  point  A 


-    ION   - 

avec  un  des  points  M.  Un  des  points  M  étant  donné,  1rs  groupes 
de  l'involution  contenant  ce  point  appartiennent  à  une  involution 
I*lJ  possédant  M*~j  points  multiples  d'ordre  k.  Les  points  A  et  M 
se  correspondent  donc  algébriquement  entre  eux,  de  telle  façon 
qu'à  un  point  A  correspondent  n  —  /.•  points  M,  et  à  un  point  M, 
unZ\  points  A. 

Donc,  d'après  le  principe  de  correspondance  de  Chasles.  le 
nombre  des  coïncidences  du  point  V  avec  un  des  points  M  esl 
«*:{  -+-  n  —  k. 

Nous  avons  donc  l'équation  de  récurrence 

a*  =  uiz\  -+■  n  —  A 


ln-\ 


qui,  au  moyen  de  l'équation  initiale  évidente 

nous  donne 

u';t  =  (  k  -+-  \)(n  —  k  i. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Dans  une  involution  de  degré  n  et  d'espèce  k, 
il  existe  (k  -f-  i)  (n  —  k)  groupes  possédant  un  point  multiple 
d'ordre  k  -+-  i . 

4.  Nous  allons  maintenant  démontrer  que,  si  ft>  2  À",  il  existe  un 
nombre  fini  de  groupes  d'une  involution  I*  possédant  k  points 
doubles  et  nous  allons  rechercher  ce  nombre  que  nous  désignerons 
par  vn.  Soit  A  un  point  donné;  les  groupes  de  l'involution  conte- 
nant ce  point  appartiennent  à  une  involution  1*7/,.  Il  existe  v%Z\ 
groupes  de  cette  dernière  involution  possédant  /.- — i  points 
doubles.  En  dehors  de  ces  points  doubles  et  du  point  A,  ton-  ces 
groupes  déterminent  P*lJ(/î —  2/»"-t-i)  points  M  correspondants 
à  A,  et  il  s'agit  de  déterminer  le  nombre  des  coïncidences  du  point 
\  avec  un  des  points  M.  Or,  rien  ne  différenciant  le  point  \  des 
points  M,  à  un  point  M  correspondent  également  c  * \  (n  —  2 A" -H  i) 
points  A.  Donc  le  nombre  des  coïncidences  esl 

2  v1;^  \(  n  —  a  k  -fil. 

Chacune  de  ces  coïncidence--  fournit  un  groupe  de  l'involution 
I  „  possédant  /.  points  doubles. 

Mais  on  voit  facilement  que  nous  obtiendrons  /.  fois  le  même 
groupe  en  faisant  coïncider  successivement  le  point   \  avec  chacun 
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des /r  points  doubles.   Nous  avons  donc,  en  définitive,  l'équation 
de  récurrence  suivante 

(|iii.  avec  L'équation  initiale 

Vk-fc+l  =8(1»  —  *), 

dciiinc 

/  _.    a*( n  —  k)\ 


k\(n  —  ik)\ 

Nous  avons  donc  l'énoncé  suivant  : 

Théorème  II.  —  Dans  toute  involulion  de  degré  n  et  d'es- 

pèce  k,  si  n^L'ik,   il  existe  jj- — — — -r-j  groupes  de   cette  in- 

vo  lut  ion  possédant  k  points  doubles. 

Ce  théorème  a  été  démontré  par  M.  Emil  Weyr,  et  M.  Guccia 
l'énonce  sans  en  donner  de  démonstration. 

5.  Nous  allons  continuer  dans  le  même  ordre  d'idées  et  démontrer 
qu'il  existe  un  nombre  fini  de  groupes  d'une  involution  I*  possé- 
dant deux  points  multiples  d'ordres  respectivement  égaux  à  A1' -H  1 
et  k  —  k'  -+-  1,  k'  étant  un  nombre  quelconque  plus  petit  que  k. 

Appelons  X)  le  nombre  cherché;  les  groupes  de  l*  ayant  en  un 
point  donné  A  un  point  multiple  d'ordre  h'  appartiennent  à  une 
involulion  l„_^-  H  existe  (k  —  //  +  1  )  (n  —  À")  groupes  de  cette 
involution  possédant  un  point  multiple  d'ordre  k  —  k'-\-i.  En 
dehors  de  ces  points  multiples  et  du  point  A,  tous  ces  groupes  dé- 
terminent donc  (/>"  —  k'  -+-  1)  (n  —  k)  (n  —  k  —  1)  points  M  qui 
correspondent  au  point  A.  Il  s'agit  de  déterminer  le  nombre 
des  coïncidences  du  point  A  avec  les  points  M.  Or  le  point  M  étant 
donné,  les  groupes  de  I*  contenant  ce  point  appartiennent  à  une 
involution  I*lJ,  et  il  existe  un  nombre  X2  de  groupes  de  cette  in- 
volution possédant  deux  points  multiples  d'ordres  respectivement 
«'-aux  à  k'  et  k  —  k'-+-  ï. 

Donc,  d'après  le  principe   de  correspondance  de  Ghasles,  nous 

avons 

X,  =  (n  -  k)  (n  —  k  —  i)  (k  —  k'  ■+- 1)  -+-  X2. 

Nous  obtiendrons,  par  des  raisonnements  analogues, 
X,  =  (n  —  k)  (n  -  k  -  1)  (k  —  k'+  1)  +  X,. 
\:1  étant  le  nombre  de-  groupes  d'une  involution    l'!  \   possédant 
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deux  points  multiples  d'ordres  // —  i  et  /.  —  /■'+  i  •  Nous  arrive- 
rons successivement  ainsi  à  l'équation  finale 

X*.-m  =  (n  —  /)  (n  —  k  —  i)  (k  -  /,'  +  i  ). 

car  XA.+1  n'est  autre  que  le  nombre  des  combinaisons  des  groupes 
d'une  involution  possédant  un  point  simple  et  un  point  multiple 
d'ordre  k  —  À'-t-  i .  Nous  déduirons  donc,  par  addition  des  équa- 
tions précédentes, 

X,  =  (*'-+- 1)  (A-  —  k'+  i)  (n  —  /,-)  (n  —  A  —  i). 
Nous  avons,  par  suite,  cette  proposition  : 

Théorème  III. —  Dans  une  involution  de  degré  n  et  d'espèce  k, 
il  existe  (  k'-+-  \)(k  —  /<"'+  \)(  n  —  k)  (  n  —  k  —  i  )  groupes  posséda  n  l 
deux  points  multiples  d'ordres  respectivement  égaux  à  A'-t-  i 
ct  k  —  k'  +  i . 

6.  Si  nous  appliquons  le  théorème  I  à  l'involntion  particulière 
I"~',  nous  en  déduisons  qu'une  pareille  involution  a  n  points 
multiples  d'ordre  n.  Représentons  par  t{,  t2 t„  les  n  va- 
leurs du  paramètre  t  qui  correspondent  aux  n  points  de  l'involn- 
tion I"-<,  et  désignons,  pour  abréger,  par  [t]",  [^]"_,«  [^]"_2i  •  •• 
la  somme  des  produits  n  à  /?,  n  —  i  à  n  —  i ,  n  —  2  à  /?  —  2,  ... 
de  ces  n  quantités  £,-.  On  voit  facilement  que  l'involntion  [*"'  pourra 
être  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(i)  A0[*]*H-A1[*]»--M-...H-A„_1[*]i-t-Aa  =  o. 

Les  valeurs  de  t  qui  correspondent  aux  n  points  multiples  s'ob- 
tiendront en  faisant,  dans  l'équation  (i), 

ti  =  ti  =  ...=  tn  =z. 

Ces  //  valeurs  de  t  sont  donc  les  racines  de  l'équation 
(9.)  Aoz»  -t-  C»  A,  z»-i+  . . .  +  C»"1  A„_,.s-+-  A„  =  o, 

Cj.  représentant  le  nombre  des  combinaisons  de  n  objets  i  ,'i  /. 
Soient  ;,,  ;2,  ....  z„  les  racines  de  L'équation  (.>.);  en  prenant 
pour  les  quantités  ztles  mêmes  notations  que  pour  les  quantités//, 
nous  liions  de  l'équation  précédente 

Ao[*]«     =-caa„ 

^o[*]s  CJAg, 


\ui^i"  •    (-on  '<:;:  'a,, 

\„|c|"      =(— i)«A„. 
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Remplaçons,  dans  le  premier  membre  de  L'équation  (i),  les 
quantités  [/]'  par  les  [z]1  correspondants;  nous  obtenons,  au  fac- 
teur A0  près, 

A0[(—  i)»A„A„ -f-(-i)»-1  C k A,  \„    ,  +  ...-C,l,A,A„H+A(,A„|. 

Cette  expression  s'annule  identiquement  clans  le  cas  où/?  est  im- 
pair; nous  obtenons  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  Toute  involution  d'ordre  n  et  d'espèce 
n  —  i  présente  n  points  multiples  d'ordre  n.  Dans  le  cas  où 
n  est  impair,  ces  points  multiples  appartiennent  à  un  même 
groupe  de  V involution. 

M.  Appell  a  démontré  ce  théorème  dans  le  eas  de  n  =  3  et  il  l'a 
appliqué  fort  élégamment  à  la  recherche  des  propriétés  polaires 
des  cubiques  gauches.  On  conçoit  que  le  théorème  IV  puisse  con- 
duire à  un  grand  nombre  de  propriétés  géométriques. 

Prenons,  par  exemple,  une  conique  T  et  un  point  A  de  cette 
courbe.  Tous  les  cercles  passant  par  ce  point  ont,  en  commun 
avec  T,  trois  points  M,  autres  que  A,  formant  évidemment  une  in- 
volution \'2r  Appliquons  à  cette  involution  le  théorème  IV;  nous 
en  déduisons  la  propriété  suivante  qui  est  bien  connue  : 

Par  un  point  A  d'une  conique  T,  on  peut  mènera  cette  courbe 
trois  cercles  oscillateurs  dont  les  points  de  contact  M,,  M2,  M3 
sont  différents  de  A.  Ces  trois  points  sont  situés  avec  le  point  A 
sur  un  même  cercle. 

7.  Les  théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer  dans  les  para- 
graphes précédents  permettent  de  déterminer  immédiatement  le 
nombre  des  surfaces  algébriques  de  degré  donné  soumises  à  des 
conditions  déterminées  et  ayant,  avec  une  courbe  gauche  unicur- 
sale  donnée,  un  contact  d'ordre  supérieur. 

Soit  une  courbe  gauche  unicursale  de  Cn  de  degré  n.  Le  théo- 
rème I  nous  donne  les  nombres  suivants  : 

Nombre  de  plans  tangents  menés  à  Crt  par  une  droite  don- 
née D  : 

•i  (  n  —  i  ) . 

Si  la  droite  D  a  /•  points  communs  avec  C„,  le  nombre  précédent 
doit  être  diminué  de  2  r. 
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Nombre  de  plans  oscillateurs  menés  à  C„  par  un  point  donné  V  : 

3(/i  —  2). 

Si  le  point  V  est  un  point  multiple  d'ordre  /■  de  la  courbe  Cn,  le 
nombre  précédent  doit  être  diminué  de  3/'. 

Nombre  de  plans  surosculateurs  à  la  courbe  C„  : 

4(/i— 3). 

Nombre   de   sphères   osculatrices   à   C«  et   passant  par  un  point 

donné  I*  : 

4  (2«  —  3). 

Si  le  point  P  est  un  point  multiple  d'ordre  /'  de  Gffl,  le  nombre 
précédent  doit  être  diminué  de  4'"- 

Nombre  de  sphères  surosculatrices  à  C„  : 

5(27i  —  4). 

Le  théorème  II  nous  conduira  également,  et  avec  autant  de  faci- 
lité, aux  nombres  suivants  : 

Nombre  de  plans  trilangenls  à  une  courbe  C„  : 

|U-  3)  («-4)  («—h. 
Nombre  de  sphères  quadritangentes  à  Cn  : 

|  (i n  —  4 )  (2"  —  5)  in  —  6)  (m  —  y). 

Enfin,   le   théorème   III   nous  conduira,  de  la  même  façon,  aux 

nombres  suivants  : 

Nombre  de  plans  à  la  fois  osculateurs  et  tangents  à  Cn  : 

6(n  —  3)(«—  i  ). 

Nombre    de    sphères  à  la  fois  osculatrices  et   tangentes  à  (',„  : 

8  (  >.  n  —  4 )  (  2  />  —  ï) . 

Nous  arrêtons  cette  énumération  un  peu  longue,  en  faisant  remar- 
quer avec  quelle  facilité  la  méthode  que  nous  venons  de  donner 
permet  d'arriver  à  la  détermination  «le  ces  ôombres. 
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S  Ê  A  N I .  E   I)  U  2  NO  V  E  M  15  II  E    1  S  il  2. 

PRÉSIDENCE   DF.   M.    DÉSIRÉ    INDRE. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  détermination  du  point  le  plus  pro- 
bable, défini  sur  une  carte  par  des  recoupements  non  conver- 
gents. 

M.  Humbert  :  Sur  une  certaine  transformée  homographique 
de  la  surface  îles  ondes. 

M.  Max  (jciiiv  :  Sur  les  involutions  d'espèce  quelconque. 

M.  Humbert  :  Involutions  qui  peuvent  exister  sur  des  courbes 
de  genre  quelconque. 

SÉANCE    DU    16    NOVEMBRE    1892. 

PRÉSIDENCE    DE    .M.    VICAIRE. 

Elect  ion  s  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  île  la  Société  :  M.  Stéphane 
Mangeot,  présenté  par  MM.  D.  André  et  Raffy;  M.  Caronnet,  pré- 
senté par  MM.  Darbouxet  Raffy;  M.  le  prince  Roland  Bonaparte. 
présenté  par  MM.  Poincaré  et  d'Ocagne;  M.  von  Koch,  présenté 
par  MM.  D.  André  et  L.  Lévy. 

Communications  : 

M.  Lemoine  :  Application  de  la  Géométro  graphie  à  l'examen 

de  diverses  solutions  d'un  même  problème. 

M.  d'Ocagne  :  Démonstration  nouvelle  du  théorème  de  Fer- 
mat  gênera  Usé. 

M.  Fouret  :  Sur  quelques  relations  caractéristiques  entre 
les  dérivées  partielles  de  certaines  Jonctions  symétriques  de 
plusieurs  variables. 

M.  von  Koch  :  Sur  les  déterminants  d'ordre  infini. 

M.  Raffy  :  Sur  la  détermination  des  éléments  linéaires  dou- 
ble m  eut  harmoniques. 

xx.  8 
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SÉANCE   UU   7   DÉCEMBRE    1892. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    VICAIRE. 

Élections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  M.  Cellérier, 
présenté  par  MM.  Poincaré  et  Sarrau;  M.  Fehr,  présenté  par 
MM.  Laisant  et  liaffy  ;  M.  Paul  Gentj,  présenté  par  MM.  Laisant 
et  d'Ocagne. 

Communications  : 

M.  D.  André  :  Sur  le  partage  en  quatre  groupes  des  per- 
mutations des  n premiers  nombres. 

M.  Genty  adresse,  par  l'intermédiaire  de  M.  Laisant,  un  Mé- 
moire de  Géométrie  vectorielle  sur  la  théorie  générale  des  sur- 
faces. 

M.  Haton  de  la  Goupillière  :  Centre  des  moyennes  distances 
des  centres  de  courbure  successifs. 

MM.  Laisant  et  Fouret  présentent  quelques  observations  sur 
cette  Communication. 

M.  Demoulin  :  Sur  le  complexe  des  droites  par  lesquelles  on 
peut  mener  à  une  quadrique  deux  plans  tangents  rectangu- 
laires. 

M.  D.  André  présente  quelques  observations  sur  cette  Commu- 
nication. 

M.  Lucien  Lévy  donne  quelques  explications  sur  le  Mémoire, 
extrait  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  dont 
il  offre  un  exemplaire  à  la  Société. 

Le  théorème  suivant,  déjà  énoncé  à  une  séance  précédente, 
s'explique  facilement  par  des  considérations  géométriques. 

Si  l on  fait  tourner  autour  de  son  axe  une  surf a<e-moul  tire 
de  Monge  dont  le  noyau  est  un  cylindre  de  révolution,  toutes 
les  positions  successives  de  cette  surface  constituent  une  famille 
d'un  système  triplement  orthogonal. 

On  s'en  rend  compte  aisément  en  remarquai! I  que  les  sections 


-   1 15  - 

d'une  de  ces  surfaces  par  un  plan  perpendiculaire  à  L'axe  sont  des 
développantes  de  cercles  tous  projetés  orlliogonalemcnt  suivant  un 
même  cercle,  que  les  tangentes  à  ces  cercles  sont  normales  à  toutes 
les  développantes  de  leur  plan,  et,  par  suite,  que  les  plans  tangents 
au  cylindre  de  révolution  constituent  une  famille  orthogonale  à 
la  famille  précédente.  Comme  un  quelconque  des  plans  coupe  une 
quelconque  des  surfaces  suivant  une  de  ses  lignes  de  courbure, 
le  système  triplement  orthogonal  existe. 

Il  n'a  pas  été  possible  d'interpréter  aussi  simplementle  résultat 
suivant,  dont  le  Mémoire  contient  la  démonstration  analytique  : 

Si  les  cylindres  de  révolution,  qui  ont  pour  bases  les  diverses 
lignes  de  courbure  circulaires  d'un  périsphère  symétrique, 
interceptent  une  longueur  constante  sur  une  droite  A  du  plan 
de  symétrie  du  périsphère,  la  translation  parallèle 'à  A  de  ee 
périsphère  donnera  naissance  à  une  série  de  surfaces  qui  con- 
stitueront une  des  trois  familles  d'un  système  triplement  or- 
thogonal. 

Rappelons  qu'un  périsphère  symétrique  est  une  surface  enve- 
loppe de  sphères  à  directrice  plane. 

M.  Garonwet  fait  la  Communication  suivante  : 

Note  sur  les  trajectoires  isogonales  d' une  famille  quelconque 
de  courbes  tracées  sur  une  surface. 

Considérons  sur  une  surface  une  famille  quelconque  de  courbes, 

et  soit 

ds*=  A2r/«2-+-  C2^2 

son  élément  linéaire,  quand  on  la  rapporte  à  ces  courbes  (u)  et  à 
leurs  trajectoires  orthogonales  (r). 

Les  rayons  de  courbure  géodésique  des  lignes  coordonnées  ont 
pour  expressions 

AC        A 

(h- 

AC  _  G 
du. 
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on  les  obtienl  au  mus  en  de  la  formule  générale  connue  (•) 

—  =  dm  -+-  /'  du  -+-  /"i  ih  '■ 
?g 

d'autre  pari,  les  coordonnées  des  centres  de  courbure  géodésique 
G,  G',  rapportés  au  Lrièdre  de  la  surface  (M,  xyz)  s'écrivent 

(G  x  =      o,  y  =  peu,       z  =  o; 

(G')  x  — —  p^-,,,      y  =  o,  z  =  o. 

Ceci  posé,  soit  une  famille  (F)  de  trajectoires  isogonales  des 
courbes  (//). 

Les  courbes  de  celte  famille,  coupant  les  lignes  coordonnées 
sous  le  même  angle  constant  to,  leur  courbure  géodésique  est  dé- 
finie par 

I  COSIO  =ill"J 

?g  Pffu  ?gv 

et  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  géodésique  Y  relatif  à 
celle  de  ces  courbes  qui  passe  en  M  sont 

x  =  — po'Sinio,        y  =z  -j,,  i-n^fj.         z  —  o. 

Nous  voyons,  par  conséquent,  que  le  point  1"  appartient  à  la 
droite  GG',  qui  a  d'ailleurs  pour  équation 

^         y  ==l 


On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

En  chaque  point  d'une  surface,  les  centres  de  courbure 
géodésique  de  toutes  les  familles  (Y)  de  trajectoires  isogonales 
d'une  famille  quelconque  de  courbes  (C)  sont  alignés  suivant 
une  droite  <  D). 

Remarque  t.  —  Supposons  que  deux  des  familles  (F)  soient 
Formées  de  géodésiques,  la  droite  (D)  sera  réjetée  à  l'infini  ;  toutes 
les  trajectoires  isogonales  seronl  des  géodésiques  el  la  surface 
donnée  sera  <l''\ eloppable. 

Nous  retrouvons  ainsi  la  proposition  de  Liouville. 


,  i    <i   ',     Darboi    .  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces. 
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Remarque  II .  —  Parmi  toutes  les  trajectoires  qui  passenl  en  M. 

il  \  in  a  une,  el  en  général  une  seule,  qui  a  son  plan  oscillateur 
normal  à  la  surface  en  ce  point  :  elle  a  pour  tangente  la  perpendi- 
culaire à  (  D)  issue  de  M. 

S'il  en  existait  deux  jouissant  de  cette  propriété,  il  en  seraitde 
même  pour  toutes  les  autres . 

Remarque  111.  —  Supposons  que  les  courbes  de  deux  familles 
(F)  soient  des  cercles  géodésiques  de  rayon  constant,  égal  à  p 
pour  l'une,  égal  à  p'  pour  l'autre.  Dans  ces  conditions,  la  droite  (D) 
est  invariablement  liée  au  trièdre  de  la  surface,  et  toutes  les  tra- 
jectoires isogonales  sont  des  cercles  géodésiques,  dont  le  rayon 
est  le  même  quand  on  les  associe  par  familles. 

En  remarquant  que,  parmi  ces  trajectoires,  il  existe  une  famille 
de  géodésiques,  et  rapportant  la  surface  à  ces  courbes  et  à  leurs 
trajectoires  orthogonales,  on  obtient  pour  son  élément  linéaire 

'2  II 

ds*  =  du"---  f~^  dv*, 
Celte  surface  a  sa  courbure  totale  constante  el  égale  à -• 

M.  Laisant  fait  la  Communication  suivante  : 

Remarques  sur  les  fonctions  homogènes. 
Une  fonction  homogène  de  plusieurs  variables 

"  =/<>l,^2,   •••) 

esl  définie,  comme  on  le  sait,  par  la  relation 

(l)  /(À,r,,  )..,-,.  ...)  =  \>"  J\.r{..r,.  ...). 

Le  degré  ///  de  la  fonction  peut  être  positif  ou  négatif,  entier, 
fractionnaire  ou  incommensurable.  On  pourrail  même  le  supposer 
imaginaire. 

Le  théorème  d'Euler  se  déduit  de  l'identité  (î)  et  s'exprime  par 
la  formule 

cm  xxfj.i-\-xîfxî-+-...=  mf{3fi,  v2, ...). 

Ce  théorème  esl   réciproque,  c'est-à-dire  que,  si   la  formule  |  < 
esl  vérifiée  identiquement,  la  fonction  y 'est  homogène. 
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On  sait  aussi  qu'en  employant  un  mode  de  démonstration  ana- 
logue, appliqué  aux  dérivées  successives,  on  obtient  la  formule 
plus  générale 

(3)     Oi/^  + #2/^-1-  •  • .](/''  =  rn{m  —  1).  ..{m  —  p -+-  \)f{xu  a?8, . . .  t. 

l'expression  \xKf'x  -f-  X^f'j.  -f-  . .  .]W  représentant  une  puissance 
symbolique,  dans  laquelle,  en  ce  qui  concerne  les  dérivées,  les 
puissances  sont  remplacées  par  des  indices  de  dérivations. 

Si  nous  désignons  par  u{p)  cette  expression  symbolique,  facile  à 
former  quand  la  fonction  u  est  donnée,  les  précédentes  formules 
peuvent  s'écrire 

Ktl,=  mu, 

u[-']  =  m  {m  —  i)u, 

1  '    m<3!  =  m  (ni  —  1  )  (  m  —  2)  it. 


ui~p)  =  m  (m  —  1). . .(  m  —  p  -+■  i)u. 


(leci  posé,  si  nous  considérons  maintenant  une  fonction  u  quel- 
conque, homogène  ou  non,  qui  soit  égale  à  la  somme  de  plusieurs 
autres  fonctions  c»,  w,  ....  il  est  évident,  par  définition  même,  que 
nous  aurons 


•  1  . 


(  J  1  u 

et,  plus  généralement, 

1  5'  1  u  >'  =  r''>>  -h  n'/''-f- .... 

De  plus,  il  est  assez  facile  de  reconnaître  que,  si  nous  considérons 
la  fonction  u'P"  =  U  et  si  nous  formons  la  fonction  U(|1,  nous 
avons 

(6)  '    '  =(«'/'' yv  =  pu<p' H-  U(P+i\ 

La  démonstration,  que  nous  passons  sous  silence  pour  abréger, 
se  fera  en  prenant  le  terme  général  tp  du  développement  qui  définit 

u{P],  et  en  formant  .r,  <p'r,  +  -zVf.'r.-r- La  sommation  de  tous  ces 

résultats,  faite  en  vertu  de  la  relation  (5),  donnera  la  formule  (6). 

admettons  maintenant  qu'une  fonction  //  soit  la  somme  de  plu- 
sieurs fonctions  homogènes  p,  w,  ...  ayant  respectivement  pour 
degrés  m,  n,  ...  et  que  le  nombre  de  ces  fonctions  soit  p. 

Il  résulte  immédiatement  des  propriétés  précédentes  que  nous 
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aurons  le  système  d'identités 

u  =  v  -+-         w 

«(i)  =  mv         -+-         nw 

i  7  )     (   uw  =  m  (m  —  i)c  +  n(n  —  1 1  w 


u  />  '  =  m  (m  —  i  ). . .  (m  —  />  +i)c  -+-  /i  (  /i  —  \). .  A  n  —  p  -+- 1  )  w  -+-... 

En  éliminant  les  /?  éléments  y,  w,  . . .  entre  ces  p  -+-  i  équations, 
on  obtient 


(8) 


«  i 


,  i 


m  ri 


«l2)  m  (m  —  i)  n(n  —  i) 


u'i,]     m(m —  i)...(m — />-Hi)     'M  n  —  i). . .( n — /j  +  ij     .. 
formule  qui  peut  encore  s'écrire 
(9)  a0u  -4-  «iJ<(l)-f-.  .  .-h  apu{P'  =  o. 

Donc,  sî  w«e  fonction  est  décomposable  en  une  somme  de  p 
fonctions  homogènes,  il  existe  une  relation  linéaire  identique 
entre  cette  fonction  et  les  p  premières  fonctions  u(,\  u(2),  . . ., 
u(p}  qu'on  en  déduit. 

Nous  allons  établir  que  réciproquement,  s'il  existe  entre  u, 
u(i),  .  ..,  u(~p)  une  relation  linéaire  (9),  la  fonction  u  est  décompo- 
sable en  une  somme  de  p  fonctions  homogènes. 

Dans  ce  but,  identifions  les  deux  relations  (8),  (9).  Nous  aurons 
ainsi  p  équations,  permettant  de  déterminer  les  p  inconnues  m, 
/?,  ....  Substituant  ces  valeurs  dans  le  système  des  relations  (6), 
celles-ci  donneront  linéairement  les  fonctions  i>,  <v,  ...  en  fonction 
de  u,  u{l) ,  . . .,  u^P~{\  u{p].  Reste  à  montrer  que  chacune  des  fonc- 
tions ainsi  obtenues  est  homogène. 

Nous  pouvons  les  déterminer  par  p  quelconques  des  p  -f- 1  rela- 
tions (7).  Prenons  les  p  dernières  et  formons  les  combinaisons 
suivantes  qui  s'ensuivent  évidemment  : 

u'A]  =  mv  -f-  nw  -4-. . ., 

M(D-t-  M(2)  =  mmv         -t-  nnw  -H.... 


s      I2  u{'2)  -+-  «(3)  —  m  (  m  —  1)  mv  ■+-  n(n  —  1  )  nw  -+-..., 

(p  —  1)  u''  -'  ;-t-  u[i>'  —  m(  m  —  1  ) . .  .  (m  — p  4-  2)  mv 

-t-  n(n  —  1  ) .  . . (  n  —  jd  +  î)«w+. 
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D'autre  part,  si  nous  effectuons  L'opération  (  )(l  sur  toutes  les 
fonctions  que  renferment  les/?  premières  relations  ( -),  nous  aurons, 
en  vertu  de  la  formule  (6), 

u">=  v^  -h  11  '  +  .... 

a(l)_i_K(2)=            filv\              +           /MP(I)           -+-..., 
2it(8) -+-  u  ■■       m  {  m  —  i)p("  -4-  m  n  —  i  )wU'-f- 


/;  —  î  )  k'p-i'  -i-  «W  =  m(m  —  i) . . . (  m  —  p  -t-  2)  e(1> 

-+-  n(n  —  1) . . .  (  n  — p  ■+■  2)w(1) -+-.. .. 

La  comparaison  îles  systèmes  (10)  et  (11)  montre  que  nn\ 
//n'.  ...  et  v^K  re(,),  ...  s'obtiennent  par  le  même  système  d'équa- 
tions. Donc 

c'est-à-dire,  d'après  la  réciproque  du  théorème  d'Euler,  que  toutes 
les  fonctions  i>,  u\  . . .  sont  homogènes  et  respectivement  de  degrés 
m,  n 

En  résumé,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
fonction  u  soit  déeomposable  en  une  somme  de  />  fonctions  homo- 
gènes est  exprimée  par  la  relation  (9). 

Quand  on  a  reconnu  que  cette  condition  est  remplie,  et  qu'on  a 
déterminé  les  degrés  ///,  //.  ...,  il  est  possible  d'obtenir  les  fonc- 
tions p,  <r,  ...  d'après  la  définition  même  des  fonctions  homogènes. 
Si,  en  effet,  dans  la  fonction  f(\x{ .  '/../■_,.  .  . .)  nous  substituons  à  X 
des  valeurs  )»(,  X2,  ••-,  ~^P  quelconques,  et  si  nous  appelons  M(, 
lin  ...,  i/p  les  résultats  de  ces  substitutions,  nous  aurons 
m  =  X',"  v  -4-  V\w  -+-..., 
«,=  Xfe-+-X?w-i-..., 


Il  />  —  "p 


H 


système  qui  déterminera  les  p  fonctions  <>,  w 

Comme  application,  si  nous  considérons  simplement  une  fonc- 
tion de  deux  variables  x,  v.  déeomposable  en  une  somme  de  deux 
fonctions  homogènes,  la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  es! 


-     m  1  m      1      n  i  n  —  1 

(1  —  m  —  n)«m-+-  mnu  =  o. 
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Si  donc  nous  ;i\  ons 
(  i  >  i  //  -    ;-  auW-{-  bu  =  o, 

il  faudra  écrire 

m  -\-  n  =  i  —  a.         mn  =  &, 

I  ! 

(I  on 

(  r  3)     m  =j(i  —  a  -+-  s/a*  — •  a  «  —  4  b  ),        «  =  £(i  —  a  —  \Za*  —  2  a  —  }  6  ). 
L'équation  (12)  pouvanl  s'écrire 

1  1  i  )     a?2  — —  +  -i-xy  —      -  H-  v2  -3—5.  -+-  «  hr  -r h  y  —     -t-  ««  =  o, 

1  tte2  ^  dx  dy       J     dy1  \     dx       J  Oy  j 

nous  voyons  donc  que  L'intégrale  de  celle  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  esl 

(i5)  u  =  F(x,y)  +  G(x,y), 

F  ci  (i  étant  deux  fonctions  homogènes  arbitraires  donl  les  degrés 
sont  respectivement  ///  el  n  déterminés  par  les  relations  (ï3). 


SÉANCE  DU  21  DÉCEMBRE  1892. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    VICAIRE. 

Communications  : 

M.  Demoulin  :  Sur  la  congruence  des  axes  centraux  des 
complexes  linéaires  passant  par  trois  droites  données. 

M.  Fouret  transmet  une  Note  de  M.  R.  Godefroy  Sur  les 
courbes  de  Lamé. 

M.  Humbeut  traite  Des  involutions  sur  les  courbes  algébri- 
ques. Il  montre  que,  abstraction  faite  de  la  surface  de  Steiner,  il 
n'existe  pas  de  surface  algébrique  engendrée  par  des  coniques  et 
telle  qu'en  chacun  de  ses  points  passe  plus  d'une  conique. 

M.  u'Ocagne  fait  Sur  les  suites  récurrentes  une  Communica- 
tion qui  se  résume  ainsi  : 

Lorsqu'une  suite  récurrente  est  définie,  en  outre  des  p  termes 
initiaux  Y0,  Yt ^  r    1 ,  par  la  relation 

Yn  \  ,   V       1  \  •}  ,,     T-r-  .  .  .+  \p  V„_;,  =  O. 
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on    dit   qu'elle    répond   à   l'échelle   d'ordre  p   (At,    A2,  ...,  Ap). 

Soit 

«p(ar)  =  xP-\-  A.txP-l-h-  A2xP-2-+- .  . .-{-  kp=  o 

l'équation  génératrice  de  celte  suite. 

Si  l'on  pose 

Q,(a?)  =  x'-h  Aj a7'-i-+- .  . .-+-  A,-, 

+  (ar)  =  YJ^J-t-Q1(*)Yp_,  +  ...-t-Qp_1(af)Y,J 

on  a  ce  théorème  : 

Lorsque  les  équations 

o(x)  =  o,  <K#)  —  ° 

ont  une  racine  commune  a,  la  suite  donnée  répond  à  l'échelle 
d'ordre  p  —  i  [Q,(a),  Q2(a),  . . .,  Q^_,(a)]. 

On  peut  ainsi  réduire  l'échelle  d'une  suite  donnée  à  sa  plus 
simple  expression. 

Après  avoir  fait  voir,  au  moyen  de  la  considération  des  suites 
fondamentales ,  qu'il  a  introduites  dans  celte  théorie  ('),  que  la 
série  formée  par  les  termes  d'une  suite  récurrente  est  convergente 
lorsque  l'équation  génératrice  n'a  que  des  racines  de  module  infé- 
rieur à  l'unité,  M.  d'Ocagne  démontre  que  cette  condition  suffi- 
sante est  également  nécessaire  lorsque  l'échelle  de  la  suite  a  été 
réduite  à  sa  plus  simple  expression  (2). 


MÉMOIRES  ET  COMMl  \ï CATIONS. 


Sur   le  Complexe  des   droites  par  lesquelles  On  peut  mener  à 

une  quadrique   deux  plans   tangents  rectangulaires;   par 

M.     \  .    I  )i:\ioi   LIN. 

1.  Ce  complexe,  qui  est  du  second  ordre,  .1  déjà  été  l'objet 
d'une  élude  approfondie,  dm-  à  Painvin  {Nouvelles  innales  de 
Mathématiques,  1872,  p.  49).  Nous  nous  proposons  d'en  faire 


(')  Nouvelles  Annules  i/r  Mathématiques,  I'  aérie,  t.  III.  p.  78. 
(J)  Ce  résultai   se  trouve  démontré  il.ms  un  Mémoire  développé  sur  les  suites 
récurrenirs  qui  esl  en  voie  de  publication. 
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connaître  ici  un  certain  nombre  de  propriétés.  A  cet  effet,  nous 
démontrerons  d'abord  deux  théorèmes  concernant  les  surfaces  du 
second  ordre. 

Théorème  I.  —  Etant  donnes,  dans  l'espace,  des  points  P,-, 
au  nombre  de  /*,  désignons  par  pi  la  dislance  du  point  P,  a 
un  plan  mobile  P.  Cela  posé,  si  l'on  a 


(>) 


2  «^ 


les  quantités  at  et  p  étant  des  constantes,  le  plan  V  enveloppera 
une  surface  du  second  ordre. 

Soient  .//,   y,,  z-j  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  P,  et 

U  X  -f-  V y  -rWZ  +  I  =  0 

l'équation  du  plan  P.  On  a 

U.r;-+-  Vyi-\-  WZi-+-  I 


Pi 


y/«2-f-  v*-h  (V2 


d'où,  en  substituant  dans  (i), 

N  ai(uxi+  vyi-h  wzi-h  i)2=  ?(«2-+-  v"-+  w2), 
1  =  1 

ou  encore,  tous  calculs  faits, 

n 

1 

1  1  1 

«  «  n  n 

i  i  ii 

L'enveloppe  du  plan  P  est  donc  une  quadrique  ayant  les  mêmes 
plans  principaux  que  la  quadrique  centrale  d'inertie  relative  à  des 
masses  a;  placées  aux  points  P,. 


(2) 


—   \"2A  — 

Ces  considérations  s'appliquent  évidemment  an  cas  où  les 
masses  a/  sciaient  en  nombre  infini  et  formeraient  une  matière 
continue. 

L'équation  (2)  montre  que  si  p  varie,  les  quantités  c/,  restant 
constantes,  l'équation  (1)  représente  une  famille  de  quadriques 
homofocales. 


(3) 


Théorème  II.  —  Étant  donnée  la  quadrique 

\  au-  -+-  //,'  r-  -+-  a"  u>2  -+-  2  bvw  -t-  i  b'  wu  -+-  2  h"  uv 

(  +2C«+2cV+  i c"  w  -+-  d  =  o, 

«7  existe  une  infinité  de  relations  linéaires  entre  les  cari  es  des 
distances  d'un  plan  langent  quelconque  à  dix  points  fixes, 
pris  arbitrairement  dans  V espace  et  non  situés  sur  une  surface 
du  second  ordre. 

Faisons,  dans  l'équation  (2),  n=  10,  et  identifions-la  avec  l'équa- 
tion (3);  nous  aurons  ainsi  les  dix  équations  linéaires 


1 

Ces  équations  seront  toujours  compatibles,  car,  si  le  détermi- 
nant des  coefficients  des  inconnues  était  nul,  les  dix  points  l\ 
seraient  situes  sur  une  surface  du  second  ordre,  ce  qui  est  con- 
traire à  l'hypothèse.  Nous  pourrons  donc  toujours  déduire  des 
équations  (4)  un  système  de  valeurs  des  inconnues  «,,  ...,  at0. 
Ces  valeurs  dépendront  des  coefficients  de  l'équation  (3)  et  de  la 
quantité  arbitraire  p.  Cela  posé,  entre  les  distances  des  dix  points 
l\ -à  tout  plan  tangent  de  la  quadrique  (3),  il  existera  la  relation 

m 

(5)  £k"iP\=9' 

1 

Si  I  on  fait  0  =  0,  on  obtient  ht  relation  linéaire  el  homogène 


1 


",!', 
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i2.  Pour  la  facilité  du  langage,  nous  donnerons  au  complexe 
actuel  le  nom  de  complexe  de  Painvin.  Ce  complexe  jouit  delà 
propriété  suivante  : 

Un  complexe  de  Painvin  étant  donnée  il  existe  une  infinité 
de  relations  entre  les  carrés  d'une  droite  quelconque  du  com- 
plexe à  dix  points  pris  arbitrairement  dans  Vespace  et  non 

situés  sur  une  surface  du  second  ordre. 

Soient  D  une  droile  quelconque  <lu  complexe  de  Painvin  relatif 
à  la  quadrique  (3)  et  P,  P'  les  plans  tangents  rectangulaires  que 
Ton  peut  mener  à  cette  quadruple  par  la  droite  D.  Soient/?/,//,,  di 
les  distances  du  point  P,  respectivement  au  plan  P,  au  plan  P' et 
à  la  droite  D.  La  formule  (5)  donne 
io  iu 

i  i 

d'où,  par  addition. 

10 


Pt-+-Pi*  =  d'i- 


Or 
par  suite 

10 

(6)  2a'rf£  =  2P- 

1 

Le  théorème  est,  donc  démontré.  Si  p  =  o,  la  relation  (6)  se 
réduit  à 

10 

1 

3.  Les  considérations  qui  précèdent  vont  nous  permettre  de 
trouver  l'équation  du  complexe  de  Painvin  par  rapport  à  des  axes 
rectangulaires  quelconques.  Soient  (a,  (3,  y,  />,  <p  r)  les  coordon- 
nées pluckériennes  (  '  )  d'une  droite  D  du  complexe.  La  distance  dt 

(')  Soient  [x',  y',  z')  et  (x",  y",  z"  )  les  coordonirêes  de  deux  points  quelcon- 
ques de  la  droite  I».  Nous  poserons 

a  =  x  —  x",  $=y'  —  y»,  f  =  z'—z", 

p  =  z' y"  —  z' y' .        (f  -    ./■   -   —  ./■:'.         r  =  y'x"—y"x'. 
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du  point  P< :(.<•/.»/.  Zi)  à  cette  droite  est  donnée  par  la  formule 

,  ai  +  pi  +  Yi )  ,/*  =  as\  (  p*  -f.  7»)  ■+■  y}  (  y2  -4-  x2  )  -  s?  (  a*  -+-  fi*  ) 

-+-  ■>-ri(<j~i  -  r$)  +  zyi(rct—pf) 
-+-  izi(p'i  —q*)-\-p*-\-  ^2-h  /•-. 

Portant,  dans  (6),  la  valeur  de  £/?  et  tenant  compte  des  rela- 
tions (4),  nous  obtiendrons  l'équation  du  complexe,  à  savoir 

|a2(a'-+-  a")  -+-  fi* ( a"-!- a) -H  y*(«  -+-«') 
—  a«P&"  —  i Py^  —  ï'iib' -\-  itfqf  —  /'p)c  -)-  2(>x  —  pf)c' 
-+-  i(p  £  —  ?  a  )c"  -f-  (/>2  -1-  çr2  -f-  r*  )d=o. 

Si  les  axes  des  coordonnées  coïncident  avec  les  axes  principaux 
de  la  quadrique  (3), 

6  =  6'  —  6"  =  c  =  c'  =  c"  =  o. 

et  l'équation  (-)  devient 

»«(o'+o')+  P»(a*-H  a) -h  Y*(a  4-  «')  +  (/>*—  ?2-r-  r*)rf=  o. 

C'est,  aux  notations  près,  l'équation  obtenue  par  Painvin  dans 
le  Mémoire  ci  lé. 

A.   La  forme  de  l'équation  (-)  montre  que  : 

Si  une  congruence  est  composée  des  droites  communes  aux 
complexes  de  Painvin  de  deux  quadriques  quelconques,  re- 
présentées en  coordonnées  tangentielles  par  les  équations 

Z  =  o,        £'=0, 

elle  appartiendra  également  aux  complexes  de  Painvin  de 
toutes  les  quadriques  représentées  par  l'équation 

S-+-pS'=    o. 

dans  laquelle  p  est  un  paramétre  variable. 

."».   Soil 

./"<  *i  P.  •;•  p>  '/•  '•)  =  o 

l'équation  d'un  complexe  quadratique  quelconque. 
Considérons  tous  1rs  complexes  quadratiques  définies  par  1  Y- 
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quation 

(8)  /(a,  p,  Y,  />,  y,  r)  -H  p  («••+■  p*-+-  7*  )  =  «>, 

o  désignant  un  paramètre  arbitraire. 

Chacun  de  ces  complexes  renferme  évidemment  celles  des 
droites  du  complexe 

/O,  P,  Y,  P,  q,  r)  =  o 

qui  sont  isotropes.  Il  suit  de  là  que  les  coniques,  silures  dans  un 
même  plan  et  relatives  aux  complexes  (8),  sont  homofocales; 
et  que  les  cônes  de  même  sommet,  relatifs  aux  complexes  (8), 
sont  homocycliques. 

Cela  posé,  soit  la  famille  de  quadriques  homofocales 

(a  -+-  p)«2-t-  (a'-t-  p)^2-(-  (a"-f-  p)w2 

-f-  ibvw  -+-  ib'  wu  -+-  ib"  uv  -r-  icu  h-  sc'r  -+-  2c"<v  4-  c?  =  o. 

Les  complexes  de  Painvin  relatifs  à  ces  quadriques  ont  pour 
équation 

a2(a'-+-  a")  -+-  P2(a"-+-  a) -4-  y2(«  -ha') 
—  ix^b"  —  i  $yb  —  2  7a  6' 
+  2(^y-  /-p)c  -+-  2(/-a—  p*()c'-h  i{p$  —  qa)c" 

-+-  (p2  -H  ?2  -f-  r2 )  rf  -+-  2  ?  (  a2  -f-  £2  +  y*  )  =  o. 

Cette  équation  rentrant  dans  le  type  de  l'équation  (8),  nous 
pouvons  énoncer  ce  théorème  : 

Les  coniques,  relatives  à  un  plan,  des  complexes  de  Painvin 
d'une  famille  de  quadriques  homofocales  sont  homofocales. 

Les  cônes,  relatifs  à  un  point,  des  complexes  de  Painvin 
d'une  famille  de  quadriques  homofocales  sont  homocycliques. 

6.  Nous  avons  vu  (n°  2)  que  le  complexe  de  Painvin  d'une 
quadrique  quelconque 

10 

1 

est  défini  par  l'équation 

10 

N  ciidf  =  2p. 


—  m  — 

Cela  posé,  soient 

2  «/•/»?= p'i 

10 

les  équations  de  deux  quadriques  Q',  Q",  homofocales  à  Q.  Cher- 
chons le  complexe  des  droites  D  par  lesquelles  on  peut  mener 
deux  plans  rectangulaires  P\  P"  tangents,  l'un  P'à  la  quadrique  Q', 
l'autre  P"  à  la  quadrique  Q".  Soient  p\ ,  //■ ,  d,  les  distances  du 
point  P,  aux  plans  P,  P'  et  à  la  droite  D.  On  a 


.«//>/  —  ? 


d'où 

Or 
par  conséquent 


10 

2  «/(/»'/* +7>?)  =  P'+ 


dl 


\  a,-c?^  =  p'-t-  p". 
1 

Si  p,+  o"=2p,  cette  équation  représente  le  complexe  de 
Painvin  de  la  quadrique  Q.  De  là  ce  théorème  : 

Le  complexe  de  Painvin  relatif  à  une  quadrique  Qpeutétre 
considéré,  d' une  infinité  de  manières,  comme  le  lieu  des  droites 
d'intersection  de  deux  plans  rectangulaires  P',  I"'  respective- 
ment tangents  à  deux  quadriques  Q',  Q",  homofocales  à  Q. 

7.  Le  théorème  I  permet  de  démontrer  simplement  le  théo- 
rème bien  connu  de  Monge  concernant  le  lieu  du  sommet  O  d'un 
trièdre  trirectangle  circonscrit  à  une  surface  du  second  ordre. 

Soient  p';,  p],  />]'  les  distances  du  point  l\  aux  faces  de  ce 
trièdre  el  /',  la  distance  OPt\  <  )n  a 

10  I»  10 

2"'/'''  2"'/''"  V  ",/>;•-  =  p. 


d'où,  par  addition, 

V"/< /'?-»-/>?  -hp'r)  =  3  p. 
Or 

par  suite, 


(9)  zj*tr\  =  : 


[p. 


Celte  équation  représente  une  sphère,  ce  qui  démontre  Je  théo- 
rème de  Monge.  Pour  trouver  l'équation  de  cette  sphère  en  coor- 
données cartésiennes,  appelons  (a?/,  y,-,  zA  les  coordonnées  rectan- 
gulaires du  point  P,  et  {x,y,  z\  celles  du  point  O  ;  on  a 

rj  =  ( x  —  Xi )2 h-  (  ^  —  ^  )2  +  (*  —  *i )2> 

d'où,  en  substituant  dans  (9), 

10  Kl  10  10 

(x*-h  r2-t-  -ô2)^<7,-—  2a?\  atXi—  2.i'\flO''-2;y«i-"« 

I  !  1  1 

10 

-+- 2  "'  ( w* + ^* + -?  ) — 3  p  =  o,- 

1 

ou  encore,  en  tenant  compte  des  formules  (4), 

(x~  -\-  y2  +  z-)d —  ixc —  iyc  —  ?.;r"+  a  -+-  a'-t-  a"  =  o. 

<S.  Le  théorème  de  Monge  est  susceptible  de  la  généralisation 
suivante,  due  à  Bobillier  (•  )  : 

Si  trois  plans  rectangulaires  I",  P",  V"  sont  respectivement 
tangents  à  trois  quadriques  homofocales  Q',  Q",  Q7/,  leur  point 
commun  O  décrira  une  sphère  concentrique  à  ers  quadriques. 

Soient 

10  10  10 

2  atp}  =  p',  2  a'"^<?  =  P*»  ^  "'/'<'  =  P'"' 

1  1  1 

les  équations  des  quadriques  Q',  Q",  Q'".  Appelons  p'up"i,p'l  el 

(')  Annales  de  Gergonne.  t.  XIX,  p.  3ag. 

XX.  O 
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/-,  les  distances  du   point  \\  aux    plans   P',  V" .  I'"  el    au   point  O. 
On  a 

10  10  10 

1  1  1 

d'où 

10 

Or 


/>?-+-  p?    p7*  =  n'- 


par  suite. 

10 


1 
Cette  équation  définit  la  sphère  de  Monge  de  la  quadrique 

10 

yr,..2_  p'+p" -+-_£'" 


,*tPi 


3 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

9.  Étant  donnés  dans  l'espace  n  points  fixes  l',.  les  droites 
qui  satisfont  à  la  condition 

n 

Moi  ^  aidï  =    ■'? 

I 

constituent  un  complexe  de  Painvin. 

En  effet,  si  l'on  considère  la  quadrique  qui  correspond  à  l'équa- 
tion 

^àaiPÏ  =  P> 

i 

le  complexe  de  Painvin  relatif  à  celle  quadrique  sera  défini  par 
l'équation 

1 

Pour  s'en  assurer,  il  suffil  «le  répéter  le  raisonnement  du  n"2. 

Supposons,  dans  l'équation  (io),  n  infini  ;  nous  obtiendrons  le 
théorème  suivant  : 
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Un  corps  solide  étant  donné,  1rs  droites  par  rapport  aux- 
quelles le  moment  d'inertie  de  ce  corps  est  constant  engendrent 
un  complexe  de  Painvin  ('). 

10.  Si  l'on  fa  il  n  =   >..  p       o,  L'équation  (10)  devient 

I  i  i  i  <i\  d\  -■-  <i  ,'l \      o 

ou 

(  lai  d\  -  '/.>/;. 

pourvu  qu'on   pose 

-2ï=X«. 

Etudions  Le  complexe  représenté  par  L'équation  i  i  i  ). 

On  déduit  de  (12) 

0?,  =  '/.  d%. 

Le  complexe  actuel  est  donc  celui  des  droites  donl  les  distances 
à  deux  poinls  fixes  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant.  Mais 
ce  complexe  est  aussi  le  complexe  de  Painvin  de  la  quadrique 
représentée  par  l'équation 

p\—l*pl  =  o, 
qu'on  peut  écrire 

|  Pi  H-   ).[>■,  ){pi  —  },/>.,  )  =  O. 

Cette  quadrique  se  compose  des  (\qu\  poinls  I',,  F2  qui  divisent 
lunnioniquemeni,  dans  le  rapport  X,  le  segment   l\  P2. 
Donc  : 

Le  complexe  des  droites  dont  les  distances  à  deux  poinls 
fixes  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant  est  aussi  celui 
des  droites  par  lesquelles  on  peut  mener  deux  plans  rectan- 
gulaires passant  chacun  pair  un  point  fixe. 

Cette  proposition  aurait  pu  être  établie  également  par  des  con- 
sidérations de  Géométrie  pure. 

11.   On  démontrerait  sans  peine  que  : 

Le  cône  du  complexe,  relatif  à  un  j>oini  quelconque  S.  admet 


(')  Ce  théorème  a  été  énoncé,  il  y  a  quelques  années,  par  M.  Fourel  dans  une 
Communication  verbale  faite  à  la  Société"  mathématique  de  France 
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deux  directions  de  sections  circulaires  perpendiculaires  aux 

droites  SI'',  et  SF2. 

La  conique  du  complexe,  relative  à  un  point  quelconque  l\ 
admet  comme  foyers  les  projections  orthogonales,  sur  ce  plan, 
des  points  F,  et  F2. 

12.  Nous  terminerons  celle  ISole  en  démontrant  tine  propriété 
du  complexe  de  Painvin  d'une  quadrique  de  révolution   à  centre 

(i3)  au* -h  a' v* -+- a' w% -{- d  =  o. 

Celte  quadrique  fait  partie  de  la  famille  de  quadriques  homo- 
focaies 

I  a  —  p  i  il-  -f-  (a' -h  p)  Pa  -?-(«'-+-  p  1 ic2  -f-  t/  =  o. 

Pour  p  =  —  a',  celle  équation  se  réduit  à 

(  a  —  a'  )  u-  -\-  d  =  o 

et  représente  deux  points  F,  et  F2,  foyers  d'une  section  méridienne 
quelconque  de  la  quadrique  (i3).  La  propriété  du  u"  11,  jointe  ;'i 
celle  du  n°  o,  permet  par  conséquent  d'énoncer  ce  théorème  : 

Si  V on  considère  le  complexe  de  Painvin  d'une  quadrique 
de  révolution  à  centre,  dont  F,  et  F2  sont  les  foyers  d'une 
section  méridienne  quelconque,  le  cône  du  complexe,  relatif 
à  un  point  quelconque  S,  admet  deux  directions  de  sections 
circulaires  perpendiculaires  aux  droites  SF,  et  SF2  ;  et  la  co- 
nique du  complexe,  relative  à  un  plan  quelconque  P,  admet 
comme  foyers  les  projections  orthogonales  sur  ce  plan  des 
points  F,  et  F2. 

Application  de  la  Géométro  graphie  à  l'examen  de  diverses 
solutions  d' un  même  problème  ;  par  M.  Em.  Lemoine. 

\l.  d'Ocagne,  ingénieur-adjoint  à  l'ingénieur  en  chef  chargé  du 
Service  du  nivellement  général  de  la  France,  a  «mi  à  s'occuper,  à 
propos  de  sou  service,  de  la  question  suivante  : 

//  droites  qui  devraient  concourir  en  un  même  point  sont  dé- 
terminées expérimentalement  <■/.  par  suite,  ne  concourent  pas 
exactement;  trouver  le  point  le  plus  probable  de  leur  intersec- 
tion commune. 
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A  une  séance  de  la  Société  mathématique  (fin  de  1891), 
M.  aVOcagne  a  traité  le  problème,  h  nous  admettons,  avec  lui, 
dans  ce  qui  suit,  que  le  point  le  plus  probable  est  le  point  tel  que 
la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aux  n  droites  soil  un  mini- 
mum. 

Dans  le  cas  où  n  serait  égal  à  3,  ce  serait  donc  le  point  de  Le- 
moine  du  triangle  formé  par  ces  trois  droites. 

La  construction  que  M.  d'Ocagne  indiqua  alors  pour  obtenir  ce 
point  lui  paraissant  un  peu  compliquée,  il  en  donna,  à  une  autre 
séance,  une  modification  qui  la  rendait  plus  simple  et  que  j'appel- 
lerai la  ((instruction    \. 

M.  Laisant,  qui  avait  assisté  à  ces  Communications,  s'occupa 
également  du  problème  et,  à  une  troisième  séance,  présenta  une 
antre  construction  que  j'appellerai  la  construction  B. 

M'.d'Ocagne  lit  ensuite  à  l'Académie  des  Sciences,  parl'intermé- 
diairede  M.. Bouquet  de  la  Gryc,  une  Communication  dans  laquelle 
il  fit  connaître  une  nouvelle  construction  simplifiant  beaucoup, 
croyait-il,  celle  qu'il  avait  donnée  et  que  j'appellerai  la  construc- 
tion C. 

J'eus  l'idée  de  comparer,  par  ma  méthode  de  mesure  de  la 
simplicité  des  constructions,  dont  j'ai  déjà  indiqué  ici  les  éléments 
(voir  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  p.  162;  séance 
du  4  juillet  1888),  ces  trois  solutions  pour  évaluer  leurs  sim- 
plicités relatives  lorsqu'il  s'agit  de  les  construire  effectivement, 
évaluation  dont  le  résultat  n'a,  le  plus  souvent,  qu'un  rapport  fort 
éloigné  avec  la  simplicité  appréciée  d'après  l'exposé  plus  ou  moins 
élégant  et  court  de  la  solution  et  c'est  le  seul  genre  de  simplicité  dont 
les  géomètres  se  soient  occupés  jusqu'ici  ;  j'écrivis  alors  à  M.  d'Oca- 
gne  pour  avoir  quelques  renseignements  \  relatifs,  et,  dans  sa  ré- 
ponse, il  me  fit  connaître  une  dernière  solution  dont  la  construc- 
tion lui  paraissait  plus  simple  encore:  nous  l'appellerons  la  con- 
struction D.  Il  communiqua  la  construction  I)  à  la  Société  (séance 
du  2  novembre  1892). 

Le  but  de  cette  Note  est  de  donner,  comme  exemple  de  remploi 
de  la  méthode  que  nous  avons  imaginée,  la  mesure  de  la  simplicité 
théorique  de  chacune  des  constructions  A,  B,  (\  D,  afin  de  recon- 
naître quelle  est  celle  qui  est  réellement  la  plu>  simple,  le  compas 
à  la  main,  toutes  choses  égales  d'ailleurs. 
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Pour  permettre  de  nous  suivre  sans  difficulté,  nous  donnerons 
d'abord  le  symbole  de  toutes  celles  des  constructions  fondamen- 
tales «le  La  Géométrie  qui  nous  ser\  iront  dans  les  évaluations  parti- 
culières que  nous  allons  faire. 

Nous  rappelons  les  notai  ions  que  nous  avons  adoptées  pour  dé- 
signer les  éléments  irréductibles  des  constructions  : 

Mettre  le  bord  de  la  règle  sur  un  point  :  11,  ;  par  suite,  sur  deux 
points  :  ^ll,:  tracer  une  droite  :  11... 

Mettre  une  pointe  du  compas  sur  un  point  donné  :  C,  ;  par  suite, 
chaque  pointe  sur  un  point  :  2C,. 

Mettre  une  pointe  Mir  un  point  indéterminé  d'une  ligne  don- 
née :  G2. 

Tracer  un  cercle  :  C:!. 

Toute  opération  géométrique  de  la  règle  et  i\u  compas  est  donc 
représentée  par 

Op.  :  1  ///,  l>,  -+-  111  z  R2  -+-  /ij  Ci  -+-  rt2C2  -4-  «3C3), 

mt  -f-  m2  -+-  nt  +  n%  ■+- 113  ou  le  no  m  lue  d'opérations  élémentaires 
irréductibles  esl  ce  que  nous  appelons  le  coefficient  de  Simpli- 
cité ou,  pour  abréger,  la  Simplicité;  ml-r-/i1+/i2  est  ^coeffi- 
cient d'Exactitude  ou,  pour  abréger,  V Exactitude; 

m-,  le  nombre  de  droites,  n ?,  le  nombre  de  cercles  tracés. 

Rappelons  encore  qu'il  s'agit  d'une  simplicité  théorique  où  les 
difficultés  matérielles  provenant  des  dimensions  des  données,  de 
celles  de  la  feuille  d'épuré,  des  instruments,  des  angles  sous  les- 
quels >e  coupent  les  droites,  le^  cercles,  etc.  n'existent  pas.  Notre 
méthode,  s  il  m'est  permis  de  prendre  aussi  haut  nos  comparaisons, 
esl  à  la  construction  réelle  à  peu  près  ce  ipie  la  Mécanique  ra- 
tionnelle esl  à  la  Mécanique  pratique. 

Pour  abréger  l'écriture,  nous  convenons  que 

M(R)     ou      U<  Mil 
signifiera  le  cercle  qui  a  pour  centre  M  el  pour  rayon  11  00   \l>. 
()p.  :  psi  I  abrégé  du  mol  opération. 
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I.  Tracer  une  droite  passant  par  deux  /min/s  placés. 

Op.  :  (2R,  +  R2). 

II.  Prendre  avec  le  compas    la  longueur  d'une  ligne 
donnée Op.  :  (2C1  ). 

III.  Tracer  un  cercle  quelconque  : 

1"    De  centre  donne Op.  :  (     C(  -f-  C3). 

20  De.centre  et  de  rayon  donnés .     Op.:  (3C,  -+-C3). 

I\  .  I* lacer,  par  rapport  a  une  droite  D,  le  point  symé- 

trique  V  d' un  point   \. 

Je  trace  A(R),  Il  étant  quelconque,  (|iii  coupe  I)  en  1> 

etC Op.  :(C,  +  G,  ,. 

Je  trace  B(R),  C(R)  qui  se  coupent  en  A'. 

Op.  :  (2 G,  +  aC3 
Op.   :   (3C,+3C3). 

Simplicité  :  6;  exactitude  :  3;  3  cercles. 

\  .  Placer  le  sommet  b  d'un  parallélogramme  <>/>  \<- 

connaissant  <),  A,  B;  OA,  OB  étant  deux  côtés,   tracés 
ou  non,  du  parallélogramme. 

Je  trace  A(OB) Op.  :  (3C,  +  <  )3). 

Je  trace  B(OA) Op.  :  (3C,  -h  C3). 

(  les  deux  cercles  se  coupent  en  b. 
Op.    :   (6G,  +aC3). 
Simplicité  :  S;  exactitude  :  6;  2  cercles. 

\|.  Par  un  point  A.  mener  une  droite  parallèle  à  une 

droite  donnée  I5<  '.. 

a.  Je  trace  un  cercle  quelconque  passant  par  A;   mais 
de  rayon  assez  grand  pour  qu'il  coupe  BC  en  l>  et  en  G. 

Op.  :(C,  +  C). 

Je  prends  BA Op.  :  (  2C1), 

puis  je  trace  (ltl)\i  qui  coupe  en   D  (du  même  coté  de 
BC  que  A)  le  premier  cercle  tracé. ..  •      Op.  :  (G|    ;    C3), 
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je  trace  AI) Op.  :  (aK,  +11,), 

qui  est  la  parallèle  cherchée. 

Op.  :  (>R,  H-R2-f.4C4+2C3). 

Simplicité  :  9;  exactitude  :  6;  1  droite,  2  cercles. 

b.  Je  trace  A(R)  qui  coupe  BC  en  B,  R  quelconque 
mais  assez  grand  pour  couper  BC.  .  .  .  Op.  :  (Ci  +  C3), 
je  trace  B(R)  qui  coupe  RC  en  C. . . .  Op.  :  (C,  -f-  C3), 
puis  C(R)  qui  coupe  A(R)  en   l>  du  même  côté  de  BG 

que  A Op.  :  (G,  +  C3), 

enfin  je  trace  \h Op.  :  (2R,  +  R,). 

qui  est  la  parallèle  cherchée. 

Op.  :(aR,  +R2  +  3G1+3G3). 

Simplicité  :  ();  exactitude  :  5;   1  droite,  3  cercles. 

Remarquons  que  ces  deux  méthodes  sont  plus  simples 
que  la  méthode  classique,  laquelle  donnerait  pour  symbole 

Op.  :  (2R<+R2  +  3C,  +  3G3). 

Simplicité  :  1  1;  exactitude  7;  1  droite,  3  cereles. 

c.  Cas  où  BG  ri  est  pas  tracée,  donnée  seulement  par 

deux  points  R  et  G. 

Je  prends  P><  \  el  je  trace    ^(BC) .  .      Op.  :  (3G,  +  Cg). 
Je  prends  U5  et  je  trace  Cl  M!)..      Op.  :  (3C,  -+-  G3). 

(  les  (\rwx  cercles  se  coupent  en  D  (du  même  côté  de  BC 
que  \);  je  trace  Al)  qui  est  la  droite  cherchée. 

Op.  :(2R,+Ra). 

Op.  :  (>n(  -i-R.-ï-tiG,  +aC3). 

Simplicité:  11;  exactitude  :  8;  1  droite,  2  cercles. 

\  II.  Diviser,  >///  point  I).  une  droite  BC  dans  le  rapport 

de  deux  longueurs  données  M  et  N  ;  .<~  =  j^« 

Par  I)  je  mène  une  droite  quelconque. 

Op.  :(R,  +  R2), 
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je  prends  M  et  je  trace  B|  M  )  qui  coupe  cette  droite  en  D. 

Op.  :(3C,+C,), 

je  prends  N  et  je  trace  D(N)  qui  coupe  celle  droite  en  E. 

Op.  :  (3C-+-C,), 
B,  D,  E  se  Succédant  dans  Tordre  OÙ  nous  les  nommons; 
par  I)  (sans  tracer  EG),  je  mène  une  parallèle  à  EC  qui 
coupe  BG  en  X Op.  :  (ali,  -+-  \\2  -f-6C,  H-  2C3  l. 

Op.    :  (3R,  +2R2+  12C-MC,). 

Simplicité  :    21;  exactitude  ro;  2  droites,  \  cercles. 

N  II  bis.      Diviser  une  droite  dans  le  rapport  de  deux  nombres 
donnés  m  et  n. 

Cette  question  parait  la  même  que  celle  de  diviser  une 
droite  dans  le  rapport  de  deux  longueurs  données;  mais, 
au  point  de  vue  général  de  la  construction  théorique  à 
effectuer  à  l'aide  de  la  Géométro  graphie,  elle  en  est  pro- 
fondément différente;  comme  elle  se  présentera  pour  pla- 
cer le  centre  de  gravité  de  n  masses  égales  (construc- 
tion XII),  nous  sommes  obligé  d'entrer,  à  son  sujet,  dans 
d'assez  longs  détails. 

L'introduction,  dans  cet  énoncé,  de  l'idée  générale  de 
nombre,  fait  que  la  construction  sort  du  domaine  de  la 
construction  pure,  et  l'on  ne  trouve  pas  de  méthode  géné- 
ra le,  indépendante  de  m  et  de  n,  pour  l'exécuter,  pas  plus, 
du  reste,  que  Ton  n'en  trouve  une  pour  construire  le  plus 
simplement  possible  une  droite  m  fois  plus  grande  qu'une 
droite  donnée,  quel  que  soit  m. 

Chacpie  problème  particulier  qui  amène  à  diviser  une 
certaine  droite  dans  le  rapport  de  deux  nombres  parti- 
culiers, dérivant  alors  de  ce  problème,  doit  donc  être 
étudié  à  part  au  point  de  vue  de  la  Géométro  graphie. 

En  pratique,  on  transforme  ces  nombres  en  longueurs  au 
moyen  d'une  règle  divisée,  mais  on  sort  ainsi  des  deux 
seuls  instruments,  la  règle  et  le  compas,  dont  nous  nous 
permettons  l'usage  en  Géométro  graphie  pure. 

On  pourrait  rentrer  dans  le  cadre  de  la  Géométrogra- 
phie,  comme  nous   allons  le  montrer,  mais    la    méthode 
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qu'il  faudrait  suivre  s'éloigne  tellement  de  ce  qui  est  réel- 
lement fait,  que  nous  ne  l'adoptons  pas.  Ces  deux  pro- 
blèmes,  les  seuls  que  nous  connaissions  dans  ce  cas,  ne  se 
présentent  du  reste  pour  ainsi  dire  jamais  en  Géométrie 
puresvec  le  sens  général  du  nombre;  car,  chaque  fois  que 
l'idée  dénombre  s'introduit,  c'est  un  nombre  particulier  en 
relation  avec  des  propriétés  qui  ne  conviennent  qu'à  la 
question  particulière  traitée  ;  ainsi,  pincer  le  milieu  ci  une 
droite  conduit  à  la  diviser  dans  le  rapport  de  i  à  i.  La 
propriété  que  les  médianes  d'un  triangle  se  coupent 
dans  le  rapport  de  i  à  i  conduit  à  ce  rapport  de  i  à  2, 
pour  lequel  on  a  ainsi  une  construction  particulière  n'in- 
diquant rien  pour  d'autres  rapports,  etc. 

Diviser  en  D  une  droite  BC  dans  le  rapport  des  deux 

i  BD         »!  ^  i    •     •  i 

nombres  />?,  /i,  -^-^  =  —  avec  ni  <T  n    conduirait,    par   la 

Géométro  graphie  et  sans  nouvelles  conventions,  à  la 
construction  générale  suivante  :  par  B  je  mène  une  droite 

quelconque Op.  :  (R(  -+- 1^)> 

je  trace  B(V).  r  étant  une  longueur  quelconque,  qui  coupe 
cette  droite  en  B,,  puis  B,  (/•)  qui  coupe  la  même  droite  en 
Bj.  etc.;  puis  B„   t  ( r)  qui  coupe  la  même  droite  en  Bw. 

Op.  :  [«(C.  +  C,)], 

je  mènerai  par  B,„  une  parallèle  à  B«C  sans  tracer  BrtC. 

Op.  :  (aR,  +R2H-6C,4-aC,)1 

el  cette'parallèle  couperait  BC  au  point  de  division  cherché. 

(  >p.  :  [3R-  +  aRa  4_  tn  +  6)  C,  -h  (n  +  a)C,]. 

Mais  eei  te  manière  de  procéder  est,  comme  nous  l'avons 
dit,  si  loin  de  la  façon  réelle  d'opérer  que  nous  ne  voulons 
point  l'admettre,  elle  ne  serait  jamais  la  plus  simple  pos- 
sible dans  chaque  cas  particulier,  ainsi  quecela  résulte  des 
explications  précédentes.  C'est  pour  la  même  raison  que 
nous  ne  créons  pas  un  nouveau  symbole  qui  permettrait 
de  serrer  de  plus  près  ce  que  l'on  pourrait  faire  graphi- 
quement pour  porter,  à  la  suite,  une  série  de  n  longueurs 
égales  ^u\-  une  droite  donnée  à  partir  de  BC.  En  effet,  on 
prend  avec  le  compas  la   longueur  à  porter;  on  met  une 
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pointe  en  P>,  el  la  laissant  en  l'>.  on  mel  la  seconde  pointe 
sur  la  droite  en  I!,.  etc.,  el  nous  o 'avons  pas  spécifié  de 
symbole  pour  exprimer  l'opérai  ion  qui  consiste  à  mettre  la 
seconde  pointe  sur  une  ligne  tracée  lorsque  la  première 
e->t  fixe,  car  mous  n"\  avons  vu  qu'une  complication  des 
principes  de  la  théorie  el  pas  d'avantages. 

Nous  supposerons  (lune,  dans  ce  problème  el  dans  ceux 
qui  sortent  de  la  Créomélro  graphie  pure,  comme  ceux 
de  la  Statique,  que  les  aombres  ///  el  n  étanl  donnés,  nous 
axons  toujours  deux  lignes  dans  le  rapport  de  m  à  //.  Cela 
esl  vrai,  en  pratique,  puisqu'on  se  serl  de  règles  divi- 
sé* s. 

l'on r  diviser  une  ligne  <hins  le  rapport  des  nombres 
ni  el  n,  nous  admettrons  donc  en  général,  le  même  sym- 
bole que  pour  diviser  la  droite  dans  le  rapport  de  deux 
lignes  données. 

Ce  qui  prouve  bien  la  justesse  de  l'idée  de  ne  pas  consi- 
dérer cette  construction  comme  une  construction  graphique 
proprement  dite,  c'est  que.  dès  qu'on  la  travaille,  on  se 
heurte  à  des  problèmes  de  nombres  fort  délicats  et  quel- 
quefois non  résolus,  questions  qui  par  essence  sont  évi- 
demment étrangères  à  l'art  graphique  proprement  dit.  Par 
exemple,  examinons  le  problème  suivant  : 

Construire  une  li^ne  qui  soit  n  fois  une  longueur 
donnée  I:  je  supposerai  n  un  nombre  assez  élevé.  Je  double 
/.  j'ai  ■>.  /;  je  double  1 I  sur  la  droite,  j'ai  :>.-  /:  je  double  a2/, 
j'ai  ->--'/,  et  ainsi  de  suite  •>.-'/.  ■>.-'/,  . .  .;  je  m'arrête  à  i-zl. 
Lorsque  i-x+x  serait  plus  grand  que  n.  il  me  reste  alors  à 
porter  encore  n  —  2-r  fois  la  longueur  /;  on  voit  facile- 
ment, en  étudiant  le  problème,  qu'il  revient  à  peu  près  à 
celui-ci  : 

Combien ,  nu  moins,  faut-il  faire  de  multiplica- 
tions pour  élever  un  nombre  A  à  la  puissance  />?  Pro- 
blème de  nombres  qui  me  semble  fort  difficile. 

J'ai  montré,  celle  année  1892,  au  Congrès  de  I  Asso- 
ciation française,  à  l'an,  commenl  I  étude  de  ces  construc- 
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lions  où  entre  l'idée  générale  de  nombre  conduisait  à  la 
résolution,  en  nombres  entiers,  (l'une  certaine  équation  in- 
déterminée, soit  à  deux,  soit  à  trois  variables. 

\lll.  A n  P  mener  une  perpendiculaire  à  une  droite  PJ 

donnée. 

Je  trace  un  cercle  O(R)  de  rayon  quelconque  B  et   de 
centre  quelconque  O,  mais  passant  par  P. 

Op.  :(C,  +C3), 
ce  cerclé  coupe  PJ  en  P'.  Je  trace  P'O  qui  coupe  (_)(R)en 

Qetje  trace  PQ Op.  :  (4R,  +  aR2). 

PQ  est  la  perpendiculaire  cherchée. 

Op.  :(4R,  +  2R2-t-C,  H-C). 

Simplicité  :  8;  exactitude  :  5;  2  droites,  1  cercle. 

IX.  Abaisser    d'un  point   C,  hors  d'une   droite  donnée 

AB,  une  perpendiculaire  à  AB. 

a.  Méthode  classique. 

Je  trace  C(R),  R  étant  quelconque  mais  suffisant  pour 

couper  AB  en  A  et  en  B Op.  :  (C,  -4-  C3  >, 

je  trace  A(R),  B(R)  qui  se  coupent  en  C. 

Op.  :  (2C,  -haC8), 
je  trace  CC Op.  :  (aR,  4-    R2). 

Op.  :  (aR,  +R2-h  3C,  4-3C3). 
Simplicité  :  <>;  exactitude  :  .">  ;  1  droite,  3  cercles. 
h.   Méthode  un  peu  plus  simple. 
H  étant  un  point  quelconque  de  ^.B,  je  décris  B(BC)  qui 

coupe    \l$  en     \ Op.   :  (G,     ;     Ga  +  C3), 

je   prends   \(\  et   je  décris  \(  VG)  qui  coupe  B(BG)  en  G'. 

Op.  :  (aC-r-Gs), 
je  trace  CC'  qui  est  la  perpendiculaire  cherchée. 

Op.  :  (aR,-r-Ra). 

Op.  :  (aR,  -+-  Ra    1    3C,    ,    C2  +  2C3). 

Simplicité  :  <r.  exactitude  :  5;  1  droite,  2  cercles. 

c.    \ II  n'csl  pas  iracée. 
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Je  trace  B(BG),   \<  K.C)  qui  se  coupent  en  C  et  C. 

Op.  :(4Cl  +  aC,)1 
je  trace  CC <  )|>.  :  (aR,  +  R2). 

Op.  :  (aR,  +R2  +  4C,  -+-aC3). 

Simplicité  <j  ;  exactitude  6;  i  droite,  •>.  cercles. 

\ .  Faire  avec  une  droite  donnée  BC,  en  un  point  donné 

B.  un  angle  égal  à  un  angle  donné  I)  \\\. 
Je  trace  un  cercle   \(.\E)  de  rajon  quelconque. 

Op.  :  (C,  +C,), 
il  coupe  \L)  en  1),  AE  en  E,  I)  et  E  étant  sur  les  côtés  de 
l'angle  DAE. 

Je  trace  B(AE)  qui  coupe  BC  en  F.  Op.  :  (C,  -f-  C3), 
je  prends  DE  ei  je  trace  F(DE)  qui  coupe  B(AE)  en  H. 

Op.  :(3Cf  +  C3), 
je  trace  BH  ;  HBCest  l'angle  cherché.     Op.  :  (y.R,  -f-  R2). 

Op.  :  (aR,+R2-r-5Cl  H-3C3> 

Simplicité:  n;  exactitude  :  7;  1  droite,  3  cercles. 

XI.  Sur   QQ'   comme   diamètre    décrire    une    circonfé- 
rence. 

Je  décris,  avec  un  rayon  R  >jQQ',  Q(R),  Q'(R-)  qui 

se  coupent  en  C  et  en  C Op.  :  (aG|  -+-  aC3), 

je  trace  CC  qui  coupe  QQ'en  son  milieu  O. 

Op.  :(2.R,  -f-R2), 

je  trace  O(OQ') Op.  :  (aC,  +  C3), 

qui  est  le  cercle  cherché. 

Op.  :(2R,+R2  +  4C1-h3C:!). 
Simplicité:  10;  exactitude  :  6;  1  droite,  3  cercles. 

XII.  Placer  le  centre  de  gravité  de  n  masses  égales  ap- 
pliquées en  des  points  donnés  A, .    V> \„. 

Je  prends  un  point  quelconque  O  et  je  place  le  sommet 
K,  du  parallélogramme  OA(R,  A2  sans  tracer  ni  OA,,  ni 
OA2,  puis  de  même  le  sommet  K2  du  parallélogramme 
OK,  K.2  \:t,  etc.;  enfin  le  sommet  K„  ,  du  parallélogramme 
ORfl_2  K„_,  Aw,  chaque  opération  de  placement  d'un  soin- 
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nid  étanl  donné  par Op.  :  (6C|  +  2C3), 

k„ ._,  esi  placé  par (  )p.  :  [(n  —  1)  (6(  \,  -f-  2C3)], 

je  trace  OK„   , Op.  :  (aRt  -|-R2). 

Je  divise  OKn   ,  en.  G,  de  façon   que         '  -(voir 

1      iii\/(_i        11 

\ll    bis),   en   opérant    la    construction  W\    diminuée   de 

lt,  -4-  R.2,  puisque  j  ai  déjà  tracé  des  droites  passant  parO. 

Ôp.  :  (aR,  -f-Ra  +  iaC,  +4C3). 

J'ai  donc  le  centre  de  gravité  G  des  n  points  A< ,  \2,  . . ., 

\„  par 

Op.  :  [4R(  -r-aR2-r-6(n  +  i)G,  H-a(»  +  i)C3]. 

Simplicité   :   8n-+-  \J\\   exactitude  :  671  +  10;  2  droites; 

•j.(n  +  1)  cercles. 

Remarquons  qu'il  scia  souvent  nécessaire,  en  pratique,  de  modi- 
fier un  pin   cette  construction,  car  si   n  est  assez  grand,   il    peut 

quelquefois  devenir  difficile  de  diviser  QKn   (  dans  le  rapport-? 

parce   que  le  segment   <)(i  serait   trop  petit;  <>n  peut  alors  faire 
connue  il  suit  : 

(  )n  partage  les  //  points  \  en  deux  groupes,  l'un 

\i-     \j V 

l'autre 

A.p+i,     Ap-i-2j     •  •  •  •      m;  • 

Soit  G,  le  Centre  de  gravité  des  points  \, \.pi  que  j'obtiens 

par 

*  >|>.    :   [  Ïlu-W  2R2-h6(/?-4-l)Ci  -+-2(jD-4-l)GS]; 

soit  (1 2  le  centre  de  gravité  des  points  \/)+l A„,  que  j'obtiens 

par 

Op.  :  [4R1-+-  2RS  -l-  6(n—p-\-i)Çi  -1-  a(n-    /<       r)  C3]. 

G  m'est  donné  en  joignant  <  • , .  <  I  . 

Op.  :  (?.R,+  H,.  1. 

...  .  ,  .   ,  .  |  ('.,('■  Il  I' 

et  divisant  G(,  G2  dans  le  rapport  rrç-  = : 

(  )p.  :  1  ■<  1;,       1; .   •    1  -<;,  +  j  I 
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(•  esl  donc  ainsi  obtenu  par  le  symbole  : 

op.  :  |  i2R]   i  ci!,  -4-61  n      j  ) < :,  4-  21  n       ;  iC3]. 
L'opération  esl  alors  plus  compliquée  de 

Op.  :  (8  Ri  h-  2R,  4-i8G|  -t-4C3). 
Entrons  mainlenanl  dans  L'examen  <\r^  constructions  \.  B,  G,  D. 

Construction    V  (première  de  M.   d'Ocagne). 

Soienl  <7, ,  c?2 <ln  les  n  droites  données;  pour  trouver  le 

point  M  tel  que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aux  n  droites 
dp  soit  minima,   j'opère  ainsi  : 

1"  Je  place,  au  moyen  d'un  seul  cercle  tracé,  les  points  symé- 
triques A/)?  d'un  point  arbitraire  O  du  plan,  par  rapport 
aux  n  droites  dp Op.  :  [2/1C,  -\-  (2/1  +  i)C3]. 

20  Je  place  le  centre  de  gravité  G  des  points  \p. 

Op.  :  [4Rl  +  2Ra  +  6(n  +  i)G,  +  2(/i  +  i)G,}. 

3°  Je  trace  par  O  une  perpendiculaire  à  OG(OG  déjà  tracée). 

Op.  :(4R,  +  2R2  +  G1  +  G2). 

Cette  perpendiculaire  coupe  en  P  et  en  P'  le   cercle   décrit 
de  O  comme  centre  pour  obtenir  les  A^. 

4°  Je  mène  par  P'  des  parallèles  aux  droites  dp,  parallèles  qui 
coupent  une  seconde  lois  le  même  cercle  au  point  Bp,  en 
me  servant  pour  mener  toutes  ces  parallèles  d'un  seul 
cercle  passant  par  P'. 

Op.  :  [2wR,+  nR2  +  (3«  +  i)C,+(/i  +  i)C3]. 

5°  Je  trace  P(OP)  dont  j'aurai  besoin  plus  lard  {voir  io°). 

Op.  :(C(-hC,). 

6°  Je  place  le  centre  de  gravité  H  des  points  Wn. 

Op.  :  [4R,-r-2R2+6(rc+i)C4  +  (rt-f-i)C3]. 

n°  Je  trace  PII  et  j'abaisse  de  O  une  perpendiculaire  sur  PH. 

Op.  :  (111,4-  2R2+3C  +  3G3). 

Celle  perpendiculaire  est  un  lieu  de  M. 
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8°  Je  place  un  point  G,  (sans  tracer  0G<)  tel  que  PG,  soit  équi- 
pollent  à  OG Op.  :  (GC,  +  aG3). 

9"  De  même,  je  place  un  point  J,  lel  que  PJ  soit  équi pollen t  à 
HG, Op.  :  (6C,  +  aG3). 

io°  Je  trace  l\J  el  en  P  j'élève  une  perpendiculaire  à  PJ. 

Op.  :  (6R1  +  3R2H-G,  +  CS). 
J'appelle    Q    le    point    de    celte    perpendiculaire,    lel    que 
PO  =  OP,  Q  est  sur  P(OP)  déjà  tracé  {voir  5°);  soit  Q'Ie 
point  diamétralement  opposé  à  Q  sur  le  cercle  O(OP). 

i  i°  Je  joins  OU  qui  coupe  en  h  le  cercle  déjà  tracé  de  diamètre  PP'. 

Op.  :  (2R,-f-R2). 

ia°  Je  mène  par  Q'  une  parallèle  à  V h  (sans  tracer  P'A). 

Op.:  (liR.  +  Ro  +  oC.  +  aCs) 
parallèle  qui  coupe  en  R  le  cercle  (déjà  tracé)  qui  a  QQ' 
pour  diamètre. 

i3°  Je  porte  sur  PK  le  segment  PK  =  OH..      Op.  :  (3G,  +  C3). 

1 4°  Je  trace  QK.  et  par  P  je  mène  une  perpendiculaire  à  QK. 

Op.:(4R,  +  2R2+3C,-f-3C8). 

Celte  perpendiculaire  est  un    deuxième   lieu    du   point  M, 
qui  est  obtenu  ainsi  par  le  symbole  : 

Op.  :  [2(/i -+- rV)fii4- (n -t- ri)R2-+-('7^  +  4:5)Gi  +  (7W -i- 22)G3). 

Simplicité:  27/1+  1 10;  exactitude  :  19 «4-  "3;  (/?4-  i5)  droites, 
(7  n  -f-  22)  cercles. 

Construction   B  (')  (dk   M.   Laisant). 

1"  Je  place  les  symétriques  0'_  d'un  point  arbitraire  ()  par  rap- 
port aux  //  droites  données.     Op.  :  [2 «d  +  (2/1  +  i)C3]. 

20  Je  place  le  centre  de  gravité  G  des  points  O   . 

Op.:  |  {R,  +  2R2-r-6(/i+  i)C,  +  a(/i-r-i)C,]. 


(•)  Je  ferai  remarquer  que  je  ne  donne  pas  la  justification  des  constructions 
indiquées,  laquelle  n'a  rien  de  commun  avec  le  bul  de  ce  travail  ;  j'ai  pris  ces 
constructions  telles  qu'elles  m'ont  été  communiquées  par  leurs  ailleurs,  en  con- 
servant leurs  notations  qui  sont  différentes  pour  chaque  construction. 


3U  Je  décris  0(0G),  B(ÔG) Op.  :  (4C,-h  2G3  1. 

(  >Gcoupe  ()(()(!) en  I),  B(OG)  servira  dans  la  suite(i;oj/'80). 

i"   Par  15  je  mène  des  parallèles  aux  //  droites  données  en  me 
servantd'un  seul  cerclepassanl  par  15  el  coupant  les// droites. 
Op.  :  [2/iRf4-nR»+(3/i  +  i)Cf  +  (n  +i)C,]. 
Ces  parallèles  coupent  le  cercle  0(OG)enE1,Ea Ew. 

5"  Je  place  le  centre  de  gravité  H  des  points  E. 

Op.  :  [4Ri -h  2R2  +  6(n  +  i)C,  +  a(n  +  1  ) C,]. 

6°  Je  plaee  le  sommet  K  d'un  parallélogramme  OGHR. 

Op.:  (6C,  +  aC,). 

7"  Je  trace  OK Op.  :  (  [2  I»,  +  R2). 

8"  Je  fais  l'angle  ZGM  =  KOH.  Op.  :(:>.H,+  R2+3C,+C3), 
en  me  servant  des  cercles  O(OG),  B(OG)  el  appelanl  M 
le  point  de  rencontre  de  OK  et  de  GM. 

M  est  le  point  cherché  obtenu  par  le  symbole 

Op.  :  [2(/n-6)R1-f-(/n-6)R2H-(i7/i-f-26)G,-t-(7n-i-i  i)G3  ]. 

Simplicité  :  27^  +  55;  exactitude  :  ign-\-3S\  (n-\-6)  droites, 
y  />  -H  1  1  cercles. 

Coi\STHUCTION     C    (DEUXIÈME     DE     M.     d'OcAGNe). 

i"  D'un  point  O  quelconque  du  plan  j'abaisse  des  perpendicu- 
laires sur  les  n  droites  données  (en  ne  me  servant  que  d'une 
seule  circonférence),  soit  D/;  le  pied  de  l'une  d'elles. 

Op.  :  [2/1R,  +  «R2+(2«  +  i)C,  +  (2/1+  i)G3]. 

20  Je  place  le  centre  de  gravité  G  des  points  D/( . 

Op.:  [4R1  +  2R2  +  6(/î  +i)C,  +  2(/i+  r)C3]. 

3°  Je  mène  par  O  des  parallèles  aux  11  droites  données  en  ne  me 
servant  que  d'un  seul  cercle  passant  en  O. 

Op.  :  [a/iR, +  «R2H-  (3/^-f-  i)C,-h(/!  +  i)G3]. 

4°   Sur  OG  (déjà  tracée  pour  avoir  G)  comme  diamètre,  je  décris 
une  circonférence  et  j'appelle  E^  les  points  de   rencontre 
de  cette  circonférence  avec  les  parallèles  aux  droites  don- 
xx .  1  o 
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nées  menées  par  <)....      Op.  :  (iR,  +  R2-f-  {C,  -+-  3< 

5"  Je  place  le  centre  de  gravité  H  des  points  Ep. 

Op.:[4R.+  2R2-r-6(«+i)C1H-2(/i  +  i)C3]. 

6°  J'élève  en  O  une  perpendiculaire  OR  à  OG. 

Op.:(4R4  +  aR2), 
en  me  servant  du  cercle  tracé  pour  avoir  les  points  1). 

7°  Par  H  je  mène  une  parallèle  à  OG  qui  coupe  Ok  en  K. 

Op.:  (2Rf+R2-f-  4^  +  20,). 

S0  Je  trace  GH Op.  :  («R,  +  Ra). 

9°  En  O  j'élève  à  OH  (déjà  tracée  pour  avoir  H)  une  perpendi- 
culaire qui  coupe  en  I  la  droite  GH  ;  j'utilise  pour  cela  le 
cercle  tracé  pour  avoir  les  points  D;J.      Op.  :  (4R|  -H  2R2). 

i  o"  Je   mène  par  G  une   perpendiculaire   à   1K,   sans   tracer   IK 
(construction  IX,  c). .  .      Op.:  (aR,  -f-  Ro-h  4  G,  -+-  2C3). 

M,  point  cherché,  est  à  l'intersection  de  OH  avec  celle  per- 
pendiculaire; il  est  obtenu  par  le  symbole 

Op  :  [4(  m-  6)Ri -4-  2(re  -H  6)Ra  -h  (177H-  26) Ci  -+■  (7 /i  -H  i3)G»]. 

Simplicité  :  3o /i  +  75  ;  exactitude:  2in-|-5o;  2  (/î-j- 6)  droites, 

(7/1  +  i3)  cercles. 

Construction  D  (troisième  de  M.    d'Ocàgne). 

1"  Je  prends  les  symétriques  O'  d'un  point  arbitraire  0  par  rap- 
port à  toutes  les  droites  données. 

Op.  :  |  >/'<'.,   4- (2/1  +-  i)C8]. 

■a"  Je  place  le  centre  de  gravité  O'  des  points  O   . 

Op.:  [4'!.  -f-2C2+6(n  +  i)C,  +  2(n  +  i)C,]. 

3°  Je  prends  les  symétriques  O"  de  O'  par  rapport  à  toutes  les 
droites  données Op.  :  [(2/1  -+-  i)Cl  -+-  (2/1  -t-  i)G3]. 

\"  Je  pi  née  le  centre  de  gravité  0ff- des  points  O* . 

Op.  :|  il!,   haRi+6(»  +  i)C,4-a(m-i)C»]. 
5°  Je  l'ai,  angle  0"0'  M       0"00'sans  tracer  O'O". 

Op.:(2R,H-R2-r-6C,-T-3( 
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M,  point  cherché,  est  à  la  rencontre  de  00"  et  de  MO';  il 
«si  obtenu   par  le  symbole 

Op.  :  1 10  H,  -;    ^  K2-t-  (i6n  -M9)Ci+  (8/n-9)C3]. 

Simplicité  :  24^  +  43;    exactitude  :    16/1  +  29;   ■*  droites, 
8/i  +  ()  cercles. 

RÉSUMÉ. 

Construction  A. 

Op.  :  [2  (  /i  +  1 5)R ,  -f-  (n  -+- 15  )  R,-i-  (17  n  +  43)  C,  +  (  7  n  -t-  22)CS]. 

Simplicité  :  27/1-1-110:   exactitude  :  19/1-1-73;  (/t-4-l5) 
droites,  (7/ï-t-  12)  cercles. 

Construction  B. 

Op  :  [o.(»-j-6)RI-+-(/j-f-6)R2-f-(i7/i-t-26)Ci-h(7rt-+-ii)C3]. 

Simplicité:  27/1-+-55;    exactitude:  19/ï  -h  38  ;    (/i-t-G) 
droites,  (7  «  -t-  1 1)  cercles. 

Construction  C. 

Op.  :  I  i(/n-6)R1-t-2(n  +  6)R2-+-(i7»-f-26)G1-4-(7/H-i3)C3]. 

Simplicité  :  3o/i-f-75;   exactitude  :  2i«-l-5o;  2.(/i-t-6) 
droites,  (  ~,  n  -+- 1 3)  cercles. 

Construction  D. 

Op.  :  [ioRi-t-  5R2-t-  (i6/h-ï9)Cj-h(8/h-9)C3]. 

Simplicité  :  24 «  -+-  43;   exactitude  :  i6n  -h  29;  5  droites, 
(  8n  ■+■  9)  cercles. 

()n  voit  que,  à  tous  égards,  la  construction  D  est  de  beaucoup 
la  plus  simple.  Remarquons  aussi  que  le  nombre  de  droites  dont 
elle  exige  le  tracé  est  toujours  5,  quel  que  soit  n. 

La  construction  R  est  toujours  plus  simple,  d'une  façon  abso- 
lue, que  les  constructions  A  et  C,  puisque  les  coefficients  de  R,, 
R2,  Gt,  C2  y  sont  tous  plus  petits  que  ceux  de  la  construction  A. 

La  construction  G  est  plus  simple  que  A  pour  n  "$  1  1 ,  moins 
simple  dans  le  cas  contraire. 

(  )u  peut  donc  les  ranger  ainsi 

D.     B,     \     ei     G, 


—  lis  — 

par  ordre  de  simplicité  décroissante;  il  faùl  remarquer  toutefois 
(juc  C  est  préférable  à  A,  comme  nous  L'avons  dit,  pour  les  valeurs 
de  n  inférieures  à  12. 

<]<•[  exemple  montre  la  nécessité  d'un  critérium,  car  en  estimant 
la  chose,  comme  on  l'a  toujours  fait  jusqu'ici  au  point  de  vue  spé- 
culatif, M.  cVOcagne  pensait  évidemment  que  la  construction  C, 
présentée  à  l'Académie  postérieurement  à  son  premier  essai  A 
était  préférable,  tandis  que  le  contraire  a  lieu  s'il  ne  s'agit  plus 
d'une  proposition  spéculative,  mais  d'une  construction,  ce  qui 
était  le  cas. 

Si  n  a  une  valeur  petite.  3,  q,  5  par  exemple,  on  trouve  facile- 
ment des  méthodes  particulières  beaucoup  plus  simples  que  les 
constructions  générales  comparées  ici. 

La  détermination  de  la  simplicité  et  de  l'exactitude  théoriques 
des  constructions  doit  paraître,  au  premier  abord,  fort  longue 
parce  qu'elle  est  assez  difficile  à  détailler  par  écrit  brièvement; 
mais  elle  est,  en  réalité,  très  rapide,  puisque,  avant  établi  une 
fois  pour  toutes  les  symboles  des  constructions  composantes  cpii 
se  retrouvent  toujours  les  mêmes  dans  toutes  les  questions,  on 
n'a  à  faire  que  quelques  additions  de  petits  nombres. 

Les  simplifications  à  ces  constructions  générales,  qui  peuvent 
être  appliquées  dans  chaque  cas  traité,  se  font  aussi  très  rapide- 
ment dès  qu'on  a  nombre  quelques  constructions  comme  exer- 
cice. 

Je  borne  là  ce  que  je  veux  dire  ici  à  propos  de  la  Géométro- 
graphie  ou  art  des  constructions  géométriques  {voir,  pour  plus 
de  détails,  le  volume  du  Congrès  de  Pau,  180,2,  de  l'Association 
française  pour  L'avancement  des  Sciences);  mais,  comme,  à  l'ori- 
gine de  mes  éludes  sur  ce  sujet,  j'en  ai  parlé  à  la  Société  mathé- 
matique {loco  citato),  je  veux  ajouter  quelques  mots  nécessaires 
pour  expliquer  les  différences  entre  certains  résultats  que  j'obte- 
nais alors  et  ceux  que  je  donnerais  aujourd'hui,  si  ce  petit  travail 
était  à  refaire  {voir  d'ailleurs,  pour  plus  de  détails,  mon  Mémoire 
du  Congrès  de  l'an). 

D'abord  je  n'avais  encore  eu  que  L'idée  de  I  évaluation  de  la 
simplicité  des  constructions  qui  étaient  effectuées  et  \  étais  Loin  de 
me  douter  que  toutes  les  constructions  fondamentales,  qui  se  trou- 
vent, depuis  Euclide,  dan-  les  Traités  <!<•  Géométrie  el  au  tnojen 
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desquelles  je  faisais  mes  évaluations,  sonl  trop  compliquées,  c'est- 
à-dire  que  j'admettais  implicitement  qu'elles  étaient  les  plus  sim- 
ples possible;  s'il  y  en  avait  plusieurs,  je  choisissais  celle  qui 
s'énonçait  le  plus  simplement;  je  suivais  le  texte  géométrique  sans 
y  chercher  systématiquement  les  simplifications,  recherche  qui 
est  maintenant  l'un  des  objets  principaux  de  la  Géométro  gra- 
phie. 

l'ar  exemple,  pour  évaluer  la  simplicité  de  la  construction  né- 
cessaire pour  placer  un  point  M  donné  par  ses  coordonnées  carté- 
siennes x  et  y,  par  rapport  ù  deux  axes  Cr,  Oy,  j'avais  pris, 
comme  au  hasard,  cette  construction  évidente  : 

Prendre  0.r'  =  .rsur  Ox,  par  x'  mener  une  parallèle  à  Oy, 
enfin  prendre,  sur  cette  parallèle  et  dans  le  sens  convenable, 
x'M.=y7  ce  qui  me  conduisit  alors  à 

Op.  :  (aRiH-Rs-hiiCj  -4-5C3) 

pour  le  cas  des  axes  obliques;  simplicité  :  19;  et  s'ils  étaient  rec- 
tangulaires à 

Op.  :  (4R1-t-2R2H-;C,  +3G3). 

A.  cette  époque,  je  n'avais  pas  vu  encore  que  la  construction 
classique  de  mener,  par  un  point  donné,  une  parallèle  à  une  droite 
était  si mpli fiable  ;  je  ne  m'occupais  pas  du  coefficient  d'Exactitude, 
plus  important  certainement  que  le  coefficient  de  Simplicité,  etc. 

Il  est  évident,  même  sans  évaluation  d'aucune  espèce,  que  la 
construction  suivante  est  plus  simple  et  que  c'est  elle  que  j'aurais 
dû  choisir;  mais  l'examen  de  la  chose  ne  m'était  même  pas  venu  à 
l'idée,  parce  que  la  première  était  plus  courte  à  exprimer,  ce  qui 
('•lait  la  simplicité  spéculative  comme  l'entendent  jusqu'ici  les 
Géomètres. 

Maintenant,  mis  en  éveil  par  l'expérience,  je  chercherais  la  con- 
struction la  plus  simple  et  j'opérerais  ainsi  pour  placer  le  point  M  : 
je  trace  O(x)  qui  coupe  Or  en  x'  et  O(j')  qui  coupe  Or  en   r\ 

<  >p.  :  (60,  -I-2G3), 
puis  je  trace  x'(r) 

Op.  :  (Ci  H-C,), 

je  reprends  x  entre  les  branches  du  compas  el  je  trace  >  (x)  qui 
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coupe  x'(y)  en  M 

Op. 

:   |   iC, 

+  Gs  1  : 

en  ton t  : 

Op.  : 

(10C1 

+  4GS) 

Simplicité  :  i  \  ;  exactitude  :  10;  4  cercles. 

Si  je  me  sers  de  deux  compas,  j'économise  2C, ,  puisque  je  n  ;ii 
pas  besoin  de  reprendre  x  entre  les  branches  du  compas  el  le  sym- 
bole est  : 

Op.  :  (8Ci-4-4C2). 

Simplicité  :  12;  exactitude  :  8:  4  cercles,  au  lieu  de  :  simplicité  :  19: 
exactitude  :  i3;  1  droite;  5  cercles,  ainsi  que  j'avais  obtenu. 

Il  y  aurait  d'autres  observations  du  même  i^enre  à  faire  sur 
d'autres  points  de  détail  de  notre  Note  de  1888;  nous  croyons  inu- 
tile de  nous  v  arrêter  puisqu'elles  ne  touchent  nullement  la  doc- 
trine, mais  son  application  rationnelle  que  nous  ne  savions  pas 
encore  faire  complètement. 


TA lîLi:  DES  MATIÈRES 

DU   TOME   XX. 


Liste  tics  Présidents  tic  la  Société  mathématique  de  France v 

Liste  des  Sociétaires  perpétuels vi 

Etat  de  la  Société  mathématique  de  France  au  commencement  de  l'année 

1892 vu 

Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels  la 

Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin xv 

Sur  la  fonction  exponentielle;  par  M.  d'Arone 2 

Sur  la  détermination  d'une  limite  inférieure  des  racines  d'une  équation  al- 
gébrique; par  AI.  Fouhet ', 

Transformation  d'un  polynôme  entier;  par  M.  Laisant 6 

Note  relative  aux  points  centraux;  par  M.  Félix  Lucas 10 

Note  relative  au  symbole  iù,  et  en  général  à  l'opération  pi;  par  M.  Laisant.         12 
Sur  certaines  surfaces  formant  des  systèmes  triplement  orthogonaux;  par 

M .  Lucien  Lévy 1  :> 

Sur  certaines  surfaces  spirales;  par  M.  Raffy i(> 

Sur  l'ellipse  centrale  d'inertie  d'un  système  plan   de  points  matériels  de 

même  masse;  par  RI.  Félix  Lucas 1- 

Sur  une  transformation   de  mouvement  et  les  invariants  d'un  système  en 

Mécanique;  par  M.  Aitell 21 

Détermination  de  l'élément  linéaire  des  surfaces  spirales  à  lignes  d'égale 

courbure  parallèle;  par  M.  L.   Raffy 22 

Sur  les  polygones  inscrits  dans  les  coniques;  par  M.  Félix  Lucas 33 

Remarques    sur  les    limites   des   racines    d'une    équation    algébrique;   par 

M.  Fouret 35 

Remarque  historique  concernant  une  propriété  mécanique  de  la  lemniscalc  ; 

par  M.  Fouret 38 

Sur  quelques  théorèmes  d'Analyse  et  d'Arithmétique;  par  RI.  Catalan....         4° 
(Quelques  remarques  relatives  à  la  théorie  des  courbes  gauches;  par  RI.  De- 
moulin 43 

Sur  une  transformation  tles  formules  de  Codazzi  et  sur  les  caractères  spé- 
cifiques  des   surfaces   applicables  sur  les   surfaces  à  courbure    moyenne 

constante;  par  M.  L.    Raffy 17 

Sur  la  détermination  géométrique  du  centre  tle  courbure  de  la  développée 

d'une  courbe  plane;  par  RI.  RIaurice  d'Ocagne 49 

Sur  le  rayon  de  courbure  des  courbes  triangulaires  et  des  courbes  tétraé- 
drales  sj  métriques  :  par  RI.  Fouret Go 


-    lo-2  - 

l'ages. 

Sur  un  problème  de  Géométrie;  par  M.  Laisant 65 

Sur  les  singularités  des  courbes  algébriques  planes;  par  M.  BlOCHB 67 

légalités  à  deux  et  à  trois  degrés;  par  M.  Frolov 6g 

Recherche  des   surfaces  admettant  la  symétrie  courbe  des  surfaces  polyé- 

drales  ;  par  M.  Manueot 84 

Sur  des  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  s'obtiennent  par  quadratures; 

par  M.  Cahonnet «H 

Sur    les    fonctions    rationnelles   des    racines   d'une    équation    entière;    par 

M.  Hlutel 92 

Sur  une  méthode  pour  représenter  dans  le  plan  les  cubes  magiques  à  n  di- 
mensions; par  .M.  Schlegel H7 

Une  lettre  d'ABEL  Tranron io'( 

Sur  les  involulions  d'espèce  quelconque;  par  M.  Max  Genty 10- 

Note  sur  les  trajectoires  isogonales  d'une  famille  quelconque  de  courbes 

tracées  sur  une  surface;  par  M.  Caronnet 1 1  > 

Remarques  sur  les  fonctions  homogènes;  par  M.  C.-A.  Laisaxt 117 

Des  involutions  sur  les  courbes  algébriques;  par  M.  Humbert 121 

Sur  les  suites  récurrentes  ;  par  M.  d'Ocagxe 121 

Sur  le  complexe  des  droites  par  lesquelles  on  peut  mener  à  une  quadrique 

deux  plans  tangents  rectangulaires;  par  M.  A.  Demoulin 12:1 

Application  de  la  Géométrographie  à  l'examen  de  diverses  solutions  d'un 

même  problème;  par  M.  Ém.  Lemoine i3a 

Table  des  matières  du  tome  XX i5i 


K  I  N    1)  E    L  A    TABLE    II  L    T  (I  M  B    X  \ 


18113       Paris.  —  Imprimerie  GAI  T1IIKK  VIII  ARS  F.T   Ffl.S.   quai    "les  r.rnnd<-Auitustins,  '.s 


BULLETIN 


SOCIÉTÉ   MATHÉMATIQUE 


DE    FRANGE. 


1937!».         Paris.  -  Imprimerie  GA.UTHIER-VILLARS  ET  FILS,  quai  des  Grands-Augustin*,  55. 


BULLETIN 


*  * 


SOCIETE    MATHEMATIQUE 


DE  FRANCE, 


'IIIUI: 


!>  \\\   LES   SECRETAIRES. 


TOME    VINGT    ET   UNIÈME    -   ANNÉE   1893. 


PARIS, 

\l     SIÈGE   DE  LA  SOCIÉTÉ 

7.   RUE  DES  GRANDS-AUGUSTINS,   7. 

L893 


LISTE 


PRÉSIDENTS  DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  M  FRAME 


DKPIIIS    SA    FONDATION. 


«M. 


1873 

CI1ASLES. 

1874 

LAFFON  DE  LADÉBAT 

1875 

RIEXAÏMÉ. 

187G 

DE  LA  GODRNERIE. 

1877 

MANNHEIH. 

1878 

DAUBODX. 

1879 

0.  BONNET. 

1880 

JORDAN. 

1881 

L AGI  ERRE. 

1882 

HALPHEN 

1883 

itoicnÉ 

MM. 


1884 

PICARD. 

1885 

APPELE. 

1886 

POINCARÉ. 

1887 

FOURET. 

1888 

LAISANT. 

1889 

DÉSIRÉ  AXDRÉ. 

1890 

IIATONDELA  GODPILLIÈRË 

1891 

COLLIGNON. 

1892 

VICAIRE. 

1893. 

HUMBERT. 

S  0  C  I  E  T  A  I  R  E  S    PERPETUELS. 

BE\01ST,  docteur  en  droit. 

B1ENAYMÉ,  membre  de  l'Institut  (décède). 

BIOCIIE,  professeur  de  Mathématiques. 

BISCIIOFFSHELM,  membre  de  l'Institut. 

BORCIIARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé). 

BROCARD,  chef  de  bataillon  du  Génie. 

CAXET,  ingénieur  civil. 

CHASLES,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

CLAIJDE-LAFONTANE,  banquier. 

FOl'RET,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 

GAUTHIER-YILLARS,  imprimeur-éditeur. 

HALPHEN,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

IIAT0\  DE  LA  GOUPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut. 

IIERMITE,  membre  de  l'Institut. 

IIIRST,  directeur  des  études  de  l'École  navale  de  Greenwich  (décédé). 

JORDAN,  membre  de  l'Institut. 

LAFFON  DE  LADÉBAT,  vice-amiral  (décédé). 
MANNHEIM,  professeur  à  l'École  Polytechnique. 

DE  HENDIZAB1L  TAMBOREL,  à  Mexico. 

MERCEREAC,  licencié  es  sciences  mathématiques. 

PEROTT  (Joseph). 

PERRIX,  ingénieur  en  chef  des  Mines. 

POIXCARÉ,  membre  de  l'Institut. 

POLIGNAC  (prince  C.  de). 

RAFFY,  maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences. 

SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald. 

TAXXERY  (Paul),  directeur  des  manufactures  de  l'État. 

TARRY,  contrôleur  des  Contributions  diverses. 

TCHÉRICIIEFK,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

YIELLARI),  manufacturier  (décédé). 


ÉTAT 


DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 

Al)  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE  1893  ('). 


Membres  honoraires  du  Bureau  . 


MM.   BERTRAND. 
CMiMONA. 
DARBOUX. 
HERMITE. 
TCHÉBICIIEIT. 


Président MM.  HUMBERT. 

I       DE  COMBEROUSSE. 
Vice-Présidents   


Secrétaires 


Vice-Secrétaires. 


Archiviste. 
Trésorier . . 


Membres  du  Conseil(J). 


GOURSAT. 
PICQUET. 

POINCARÉ. 


KOENIGS. 
RAEFY. 

CARVALLO. 
L.  LÉVY. 

BIOCHE. 

CLAUDE-LAFONTAINE. 

A1NDRÉ,  1896. 

APPELE,  1894. 

COLLIGNOÏN,  1895. 

IOURET,  1890. 

HATON  DE  LAGOUPILL1ÈRE,  1894. 

JORDAN,  1895. 

LAISANT,  1895. 

MANNHEIM,  1894. 

D'OCAGNE,  1895. 

PICARD,  1894. 

ROUCHÉ,  1896. 

VICAIRE,   1896. 


(')  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  iustammeSit  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  ii  celle  liste 

(«)  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  au  com- 
mencement de  laquelle  expire  le  mandai  de  ce  membre. 


VIII    — 


Date 

de 

l'ailDiission. 


1872.  Af.MARD,   directeur  de  la  Compagnie  d'assurances  sur  la  vie  la  Foncière,  rue  de  la 

Terrasse,  G  bis,  à  Paris. 
1881.     AJHGl'ES,  professeur  au  lycée,  boulevard  du  Musée,  6G,  à  Marseille  (Roiichcs-dii-Rhône). 
1372.     A\DRK  (Désiré),  docteur  es  sciences,  rue  Gay-Lussac,  17,  à  Paris. 
1890.     ANTO.MARI,  directeur  des  études  à  l'Ecole  Monge,  boulevard  Malesherbes,  I4I,  à  Paris. 
1379.     APPEI.L,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Le  Verrier,  G,  à  Paris. 
1884.     ARNAUD,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Arles  ( Bouches-du-Rhône). 
1892.     ARNOUX  (G.),  ancien  officier  de  marine,  aux  Mées  (  Basses-Alpes). 

1881 .  ASTOR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  place  Victor-Hugo,  11,  à  Grenoble  (Isère). 

1882.  AUTOMNE ,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  place  d'Helvétie,  7,  à  Lyon  (Rhône). 
1886.     BARBEREXA,  ingénieur  topographe,  à  San-Salvador. 

1889.     BEGI1I\  (Maurice),  boulevard  Saint-Germain,  63,  à  Paris. 

1374.     BEN01ST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Châtelcl,  3,  à  Chalon-sur-Saône  (Saône- 

et-Loire),  S.  P.  ('). 
1875.     BERDELLE,  ancien  garde  général  des  forets,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

1873.  BERTRAND  (Joseph),   secrétaire  perpétuel  do    l'Académie   dos  Sciences,  membre    de 

l'Académie  française,  rue   de  Tournon,  \,  à  Paris. 
1887       BEYENS  (Ignacio),  major  du  Génie,  Santa  Inès,  5,  à  Cadix  (Espagne). 

1872.  BIENAYYIÉ  (Arthur),  directeur  du  matériel,  au  Ministère  de  la  Marine,  à  Paris. 
1888.     BIOCIIE,  professeur  au  Collège  Stanislas,  rue  Vavin,  5,  à  Paris,  S.  P. 

1875.     B1SCII0FFSIIEIM,  membre  de  l'Institut,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 

1890.  B1ERKXES,  professeur  à  l'Université,  à  Christiania  (  Norvège). 

1891.  BLITEL,    docteur  es  sciences   mathématiques,   professeur   au    Lycée    Saiut-Louis,   rue 

Claude-Bernard,  65,  à  Paris. 

1892.  BONAPARTE  (prince  Roland),  Cours  la  Reine,  22,  à  Paris. 

1881.     BONCOYIPAGNI  (le  prince  Balthasar),  palais  Piombino,  place  Colonna,  à  Rome  (Italie). 

1873.  BOULANGER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Constantiue,  loi,  à  Mustapha  inférieur 

(Algérie). 
1886.     BRAULT  (A.),  boulevard  de  Toulouse,  ôQî,  à  Bordeaux  (Gironde). 
1874       BRIOSCIII,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  île  l'École  Polytechnique,  à  Milan 

(Italie). 

1872.  BRISSE  (Ch.),  professeur  à  l'Ecole  Centrale,  rue  Vauquehn,  18,  a  Paris. 

1873.  BROCARD,  chef  de  bataillon  du  Génie,  à  Valence  (Drdme),  S.  P. 

1886.  BBl'NEL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1888      CAXET  (Gustave),  ingénieur  civil,  directeur  de  l'artillerie  à  la  Société  des  Forges  de  la 

Méditerranée,  avenue  >lo  Malakoff,  91,  à  Paris.  S.  P. 
1885.     CAUON,  professeur  de.  Géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  82,  à  Paris. 
1892.     CAROXNET,  licencié  es  sciences  mathématiques  et  physiques,  avenue  de  Wagraro,  81, 

à  Paris'. 

1887.  CARVAHO,  examinatenr  à  l'École  Polytechnique,  villa  Saïd,  i«).  Passy-Paris. 

1887      CASPAttY, professeur  à  l'Éeole  d'Architecture, Markgrafenstrasse,  16, Berlin  (Allemagne). 
1873.    CATALAN,  professeur  émérite  à  l'Université,  rue  dos  Éb urons,  ai,  a  Liège  (Belgique). 
1890.     CIDEnCBANTZ  (baronne  Kanny,  née  de  Lagerborg),  à  Helsingfors  (Finlande). 
1892.     CELLÉR1ER  (Gustave),  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 


(i)  ]  l9  initiales  s.  P   désignent  k-sSociél  lires  perpétuels. 
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1887.  CERRUI,  professeur  à  l'Université,  à  Rome  (Italie). 

1888.  CIIAILAN  (Edouard),  rue  Berthollet,  i',,  à  Paris. 

1881.  CHEMIN,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  de  l'Aima,  12,  à  Paris. 

1884.  CUHVSTAIi,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Fcossc). 

1873.  CIVIALE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Tour-des-Dames,  a,  à  Paris. 

1875.  CUUDE-LAFONTAIXE,  banquier,  rue  de  Trévise,  3>,  à  Paris,  S.  P. 

1872.  COLLIGXOX,  inspecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées, rue  des  Saints-Pères, 28,  à  Paris. 

1890.  C0L0T,  au  château  du  Seuil,  à  Gérons  (Gironde). 

1875.     COMBEROl'SSE  (de),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  Centrale, 
rue  Saint-Lazare,  94,  à  Paris. 

1872.     COllItCEliliES,   professeur   de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Gay- 
Lussac,  36,  à  Paris. 

1884.  CRAIC  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (  États-Unis  d'Amé- 

rique). 

1877.     CHEMOXA,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome 
(Italie). 

1880.  CRETIX,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du  Val-de- 

Gràce,  g,  à  Paris. 
1872.     DARBOFX,  membre  de  l'Institut,   doyen  de  la   Faculté  des    Sciences,  rue  Gay-Lussac, 
36,  à  Paris. 

1885.  DAITHEYILLE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1881.  DEFFORGES,  chef  de  bataillon  d'infanterie,  attaché  à  l'Etat-major  du  Ministre  de  la 

Guerre,  boulevard  Lalour-Maubourg,  !\  1 ,  à  Paris. 

1882.  DEIiAXXOY,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  à  Guérct  (Creuse). 

1885.  DEMARTRES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1892.     DKMOILIX  (  Alph.),  docteur  eu  sciences  mathématiques  et  physiques,  rue  Royer-Collard, 
l 'l ,  à  Paris. 

1883.  DERnTS,  docteur  es  sciences,  chargé  de  Cours  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35, 

à  Liège  (Belgique). 

1872.     DEWU.F,    général   commandant    le  Génie  de   la   i5e   région,     boulevard    Rahatau,    2, 
à  Marseille  (  Bouches-du-Rhône). 

1882.     DREYFUS  (Camille),  député,  quai   Voltaire,  3,  à  Pans. 

1886.  DIXCAX,  assistant  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unis  d'Amérique). 

1872.  Dl'RRAXDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 
1885.  DYCK  (Walther),  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière). 

1873.  FARRE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  boulevard  des  Batignollcs,  8/j,  à  Paris. 
1888.  FARRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  FAl'Ql'EMBERGl'E,  professeur  au  Lycée,  à  M  ont- de-Marsan  (Landes). 

1892.  FEHR  (Henri),  licencie  es  sciences   mathématiques,   rue   de  Vaugirard,  ^6,  à  Paris. 

1885.     FERRA/.,  professeur  au  Lycée,  à    Toulouse  (Haute-Garonne). 

1885.     FIELDS  (John),  professeur  de  Mathématiques,  Alleghany  Collège,  à  Meadville  (Etats- 
Unis  d'Amérique). 

1881.     FLOQl'ET,  professeur  à  la  l'acuité  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle  ). 

1872.     FliYE  SAINTE-MARIE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Sommerard,  12,  à  Paris. 

1891.     FONTYIOLANT  (de),  répétiteur  à  L'École  Centrale,  rue  d'Erlanger,  39,  Paris-Auteuil . 

1889.     FOl'CHÉ.  professeur  de  Mathématiques,  rue  Soufflot,  5,  à  Paris. 
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1872.     FOIRET,   examinateur    d'admission  à   l'École  Polytechnique,    rue  Washington,   16,  à 
Paris,  S.  P. 

1892.     FROLOV  (le  général),  quai  Pierre  Falio,  10,  à  Genève  (Suisse). 

1872.     GARIEL,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  professeur  à  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  Jouffroy,  3g,  à  Paris. 

1872.  GAITHIER-VILLARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustins,  55,  à  Paris,  S.  P. 

1890.  GEBB1A,  professeur  libre  à  l'Université,  a  Païenne  (Italie). 

1872.  GEXTY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Oian  (Algérie). 

1890.  GEXTY  (I\lax),  enseigne  de  vaisseau,  a  bord  du  Héron,  à  Kotonou  (Afrique). 

1892.  GEXTY  (Paul),  rue  Gay-Lussac,  i4,  à  Paris. 

1890.  GERBALDI,  professeur  à  l'Université,  à  Palerme  (Italie). 

1881-     COURSAT,  maître  de  Conférences  à  l'Ecole  Normale  supérieure,  boulevard  Arago,  112, 
à  Paris. 

1872.  GRAIXDOliGE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  92,  à  Liège  (Relgique). 

1880.  GLCCIV  (Jean  ),  professeurà  l'Université,  via  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Palerme  (Italie). 

1891.  GUMARAES,  officier  du  Génie,  rua  de  Sacramento  à  Lapa,  l\!\,  à  Lisbonne  (Portugal. 

1881.  Gl'XTDER  (Dr  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 
1885.     GIJYOU,  capitaine  de  frégate,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 

1873.  I1AAG,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  Chardin.  1,  à  Paris. 

1882.  IIAB1CI1,  directeur  de  l'École  des  mines,  à  Lima  (Pérou). 

1872.     UATOX  DE  LA  GOIPILLIÈRE,  membre  de  L'Institut,  inspecteur  général  des  Mines,  direc- 
teur de  l'École  des  Mines,  boulevard  Saint-Michel,  60,  à  Paris,  S.  P. 

1872.  IIEXRY,  inspecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées,  boulevard  St-Germain,  22,  à  Paris. 
1882.     IIEXRY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  rue  Jean-de-Beauvais,  2,  à  Paris. 

1892.  IIEIÎMVXX,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris. 

1873.  IIERMITE,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 

bonne, 2,  à  Paris,  S.  P. 

1879.  IIOLST  (Elling),  stipendiât  de  l'Université,  Pilestrade,  ^9,  à  Christiania  (Norvège). 
1872.     HOliBIGAXT,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

1872.  HL'GO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-Pères, 

1  'l,  à  Paris. 

1880.  IIOllIERT.  ingénieur    des    Mines,    répétiteur   à    l'École  Polytechnique,    rue    de  l'Ar- 

cade, .^,  à  Paris. 

1887.     IBRAHIM  E1TEXDI,  professeur  de  Mathématiques  à  l'École  impériale  civile  de  Médecine, 
à  Constantinople  (Turquie). 

1881.  I1IBEIÎ,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue  Montgollier,  1,  à  Paris. 
1887.     ISSAL1  (l'abbé),  rue  Margaux,  16,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1873.  JAXIX,  chef  d'escadron  au  17e  régiment  d'Artillerie,  à  la  Fore  (Aisne). 

1872.     JAYARY,  chef  de  bataillon   du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  1,  à  Paris. 

1889.     JONQUIÈRE  (Alfred),  Docteur  eu  Philosophie,  rue  Fédérale,    10,  à  Berne  (Suisse). 

1872.     JORRAX,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'Ecole  Polytechnique,  rue  de  Varenne,  48» 
a  Paris,  S.   P. 

1872.     lOllTHET,  lieutenant  colonel  d'Artillerie,  i»  Bourges  (  Cher  . 

1875.     IDilfi,  professeur   ■■>    l'Institut  technique  supérieur,  via  Principe    Umberto,  7.  à   Mi- 
lan  (Italie). 
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]S92.     KOCII  (II.  von),  maitre  de  Conférences  à  II  Diversité  de  Stockholm,  rue  Corneille,  5, 
à  Paris. 

1880.  KŒNIGS,  professeur  suppléant  au  Collège  de   France,  maitre  de  conférences  à  l'École 

Normale  supérieure,  boulevard  de  Port-Royal,  72,  à  Paris. 

1890.  KOBB  (Gustaf),  Gothembourg  (Suède). 

1881.  LACOR,  professeur  de  Mathématiques,  boulevard  du  Montparnasse,  96,  à  Paris. 
1873.     LAISANT,  député,  docteur  es  sciences,  avenue  Victor-Hugo,  162,  à  Paris. 

1875.     LAQLTERE,  administrateur  de  la  commune  mixte  de  Tablât  (  département  d'Alger). 
1873.     LAITII,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

1881.  LAYEISSIÈRE,  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

1880.  LEAUTÉ,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles,   18,  à  Paris. 

1872.  LEM01NE  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

1879.  LE  PAIGE,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  21,  à  Liège  (Belgique). 

1882.  LE  PONT,  rue  Saint-Jacques,  247,  à  Paris. 

1891.  LERY,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  (Seine-et-Oise). 

1872.  LESP1AILT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1882.  LÉVY  (Léon),  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  de  Logelbach,  2,  à  Paris. 

1882.     LEVY  (Lucien),  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Coudé,  29, 
à  Paris. 

1872.  LÉVY  (Maurice),   membre  de  l'Institut,  ingénieur   en    chef  des  Ponts   et   Chaussées, 

professeur  au  Collège  de  France,  avenue  du  Trocadéro,    i5,  à  Paris. 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-Ie-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LIGITXE,  professeur  h  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

1877.     LINDEMANN,  professeur  à  l'Université,  Fragheimer-Pulverplalz,  5,  à  Kœnigsberg  (Alle- 
magne). 

188G.     LIOl'VILLE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles, 
6  bis,  à  Paris. 

1S80.     L0R1N,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Honoré,  186,  à 
Paris. 

1888-     LICAS  (Félix),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  du  Trocadéro,  19, 

à  Paris. 
1886.     LYOX,  docteur  es  sciences  mathématiques,  au  bureau  de  M.  le  Baron  de  Gunsbourg, 

à  Saint-Pétersbourg  (Russie). 

1882.     MACÉ  DE  LEP1NAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri    IV,    bou- 
levard Saint-Michel,  î^,  à  Paris. 

1875.     MALLOIZEL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,   17,  à  Paris. 

1892.  MAXGEOT,   docteur    ès-sciences  mathématiques,   quai   des  Comtes  de  Champagne,  29, 

à  Troyes  (Aube). 

1872.     MANNIIEIM,  colonel  d'Artillerie,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe, 
11,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

1884.     MARTIN  (Alternas),  U.  S.  Coast  and  géodésie  Survey  Office,  Washington  D.  C.  (Etats- 
Unis  d'Amérique). 

1889.  MARTIN,  ancien   élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  Mathématiques,  bou- 

levard du  Montparnasse,   i'|t,  à  Paris. 

1890.  MASSIEl,  inspecteur  général  des  Mines,  avenue  d'An  tin,   18,  à  Paris. 

1886.      MAXHIOVITCll  (Vladimir),  professeur  à  l'Université,  rue  Timolieoska,  8,  àKiew  (Russie). 

1889.     MENDIZABAL  TAMROREL  (DE),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  calle  de 
Jésus,  i3,  ;i  Mexico     Mexique),  S.  P. 
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1881.  MERGBREAD,  licencié  es  sciences,  rue  Denferl-Rochercau.  ai,  à  Paris.  S.  P. 
1873.     MITTAG-LEFFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1872.  MOUTARD,  inspecteur  général  des  Mines,  examinateur  des  élèves  h  l'École  Polytechnique, 

rue  du  Val-de-Grâce,  g,  à  Paris. 

1888.     MIKIIOPADIIYAY  (Asutosh),  professeur  de  Mathématiques,  Russa  Road,  77,  North  Rho- 
wanipore,  à  Calcutta  (Inde). 

1885.     NEIBERG,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  G,  à  Liège  (Relgique). 

1882.  0CAG\E  (d'),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  de  Vienne,  5,  à  Paris. 

1873.  0V1DI0  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporlo,  3o,  à  Turin  (Italie). 

1888.     PAPELIER  (Georges),  professeur  de   Mathématiques  spéciales  au  lycée,  quai   Rarren- 
tin,  22,  à  Orléans  (  Loiret). 

1884.     PARAF,  maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1872.     PARMENTIER  (le  général),  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris. 

1872.  PARRAN,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris. 

1884.     PAUTO.WÏER  (l'abbé),  professeur  au  collège  Stanislas,  rue   IVotre-Dame-des-Champs, 
19,  h  Paris. 

1881.     PELLET,  professeur   à   la  Faculté  des  Sciences,  rue  Rlatin,  5i,  à    Clcrmont-Ferrand 
(Puy-de-Dôme). 

1883.  PELLETREAII,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Constantine  (Algérie). 

1874.  PERCIM,  lieutenant-colonel  d'Artillerie,  directeur  de  la  Manufacture  d'armes,  à  Saint- 

Étienne  (Haute-Loire). 

1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worccster  (Massachusetts),  S.  P. 

1873.  PERRIN,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Erpell,  5,  au  Mans  (Sarthe),  S.  P. 
1892.     PKItRIX  (Klie),  professeur  de  Mathématiques,  rue  Lamandé,  7,  à  Paris. 

1887.  PEZZO  (bel),  professeur  à  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  75,  à  Naples  (Italie). 

1879.     PICARD  (Emile),    membre  de  l'Institut,  professeur  à   la  Faculté  des  Sciences,  rue  de 
la  Sorbonne,    2,   à  Paris. 

1872.     PICQUET,  chef  de   bataillon    du   Génie,    examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, rue  Rara,  9,  à  Paris. 

1882.  POIYCARE,   membre   de   l'Institut,  ingénieur   des   Mines,    professeur  à   la  Faculté  des 
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BULLETIN 


SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE    DE   FRANCE. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 

SÉANCE   DU   4  JANVIER    1893. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    VICAIRE. 

La  Société  procède  au  renouvellement  de  son  bureau  et  à  l'élec- 
tion de  quatre  membres  du  Conseil. 

Communications  : 

M.   Fouret  :   Sur  certains  complexes  du  second  ordre  qui 
jouent  un  rôle  dans  la  théorie  des  moments  d'inertie. 
M.  Demoulin  présente  une  observation  sur  le  même  sujet. 

M.  Emile  Picaru  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  les  transformations  birationnelles  des  courbes  algébriques 

en  elles-mêmes. 

L'article  très  intéressant  que  M.  Hurwitz  vient  de  consacrer 
dans  le  dernier  cahier  des  Mathematische  Annalen  aux  trans- 
formations birationnelles  des  courbes  en  elles-mêmes  me  remet 
en  mémoire  une  leçon  que  je  fis  sur  ce  sujet  dans  mon  cours  de 
1889.  Je  m'étais  simplement  proposé  de  montrer  comment  on 
peut  établir  d'une  manière  immédiate  ce  théorème,  énoncé,  je 
crois,  pour  la  première  fois  comme  très  probable  par  M.  Klein, 
qu'il  ne  peut  v  avoir,  pour  p  >  1 ,  une  infinité  discontinue  de 
transformations  birationnelles  d'une  courbe  en  elle-même.  Il  suf- 
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fit,  pour  cela,  de  suivre  absolument  la  même  marche  que  j'avais 
suivie  pour  établir  une  proposition  analogue  sur  les  surfaces 
algébriques  dans  mon  Mémoire  sur  la  théorie  des  fonctions  algé- 
briques de  deux  variables  (Journal  de  Math.,  1889);  c'est  cette 
démonstration  que  je  voudrais  rappeler  ici  rapidement. 

On  connaît  le  théorème  de  M.  Sehwarz,  d'après  lequel  une 
courbe  de  genre  supérieur  à  l'unité  ne  peut  admettre  une  infinité 
de  transformations  birationnelles  en  elle-même  dépendant  d'un 
paramètre  arbitraire.  J'en  ai  donné  (loc.  cit.,  Chap.  III)  une 
démonstration  très  simple,  à  l'aide  de  la  considération  des  inté- 
grales de  première  espèce. 

C'est  de  ce  théorème  que  peut  se  déduire  immédiatement  la 
proposition  que  nous  avons  en  vue.  Soit 

f(x,y)  =  o 

une  courbe  de  genre  p  (p  >  1)  et  de  degré  ni,  admettant  une  infi- 
nité de  transformations  birationnelles  en  elle-même.  Considé- 
rons p  polynômes  adjoints  d'ordre  ni  —  3  linéairement  indépen- 
dants 

Q\(x,y),     Qî(a?,jK) Q/>(a?»JK)> 

En  désignant  par  (oc, y)  et  (x' ,  y')  deux  points  correspondants 
dans  une  transformation,  on  aura  nécessairement 

<>,,.,-,  rw/.r  <V  ''•  Y')dx'  <»,('•'.  v')dx' 

...    -Ap ^ ' 

P 

,    R    QP(x',y)efjr' 
-...+  *, g  p 

à/ 

les  A  el  les  i!  étant  des  constantes.  Il  en  résulte 

<>,<■''.  v)  _  A,Q,(a?',/)-t-...-f-   \,J}ri.r.v> 


(l) 


r.y)     Blqi(x,,y)-i-...-hBt,qli(x',y) 


La  transformation  birationnelle  (x,y),  (x',y!)  pourra  donc 
être  obtenue  au  moyen  d'une  équation  de  la  forme  (1),  où  les  A 
et  B  sont  des  constantes  convenables.  Or,  prenanl  a  priori  cette 
relation  1  i),  on  peut  chercher  à  déterminer  les  constantes  h  el  B 
de  manière  qu'elle  détermine  une  transformation  birationnelle 
entre  les  points  >  ,,\  ri.  (./■'.  r  1  de   la  courbe  proposée.  On  ob- 
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tiendra  ainsi  un  certain  nombre  d'équations  de  conditions  entre 
les  \  el  les  B;  ou  bien  ces  équations  de  conditions  détermine- 
ronl  les  \  el  les  l>.  ou  bien  une  ou  plusieurs  de  ces  lettres  reste- 
ront arbitraires.  Par  conséquent,  la  transformation  sera  déter- 
minée (c'est-à-dire  <|ii  il  m  y  aura  qu'un  nombre  limité  de 
transformations),  ou  bien  elle  dépendra  au  moins  d'un  paramètre 
arbitraire.  Mais,  d'après  le  théorème  de  M.  Schwarz,  eetle  der- 
nière circonstance  ne  peut  se  présenter,  el  la  proposition  se  trouve 
par  suite  établie. 

SÉANCE   DU    18  JANVIER    1  S9:i. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    lU'MRERT. 

Élections  :  Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  : 
MM.  Unisson  et  Quintard,  présentés  par  MM.  Laisant  et  Élie 
Perrin;  M.  Hioux,  présenté  par  MM.  Laisant  et  Antomari. 

Communications  : 

M .  Demoulin  :  Su  ru  ne  classe  particulière  de  courbes  gauches. 
M.  d'Ocagne  fait  une  Communication   Sur  les  suites  récur- 
rentes. 

Il  résout  d'abord  le  problème  suivant  :  Le  polynôme  généra- 
teur d'une  suite  récurrente  étant  décomposé  en  un  produit 
de  facteurs^  exprimer  son  terme  général  en  fonction  des 
termes  des  suites  ayant  ces  facteurs  pour  polynômes  généra- 
teurs. 

Il  établit  ensuite  ce  théorème  :  Toute  fonction  algébrique 
entière  des  intégrales  de  plusieurs  suites  récurrentes  est  elle- 
même  l'intégrale  d'une  suite  récurrente  ;  et  montre  comment 
on  peut  former  le  polynôme  générateur  de  cette  suite. 

\  titre  de  corollaire,  il  établit  cette  proposition  : 

Les  puissances  jxièmes  des  nombres  entiers,  pris  dans  leur 
ordre  naturel,  forment  une  suite  récurrente  dont  le  polynôme 
générateur  est  i  ./•  —  i  |'-t*. 

\l .  lii.MRERT  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  propriété'  des  cônes  du  second  ordre. 

Lemme.  —   Toute  courbe  algébrique  d'ordre  pair  :> < />.  tracée 


sur  un  cône  du  second  ordre,  est  V intersection  complète  du  cône 
et  d'une  surface  d'ordre  p. 

Ce  lemme  est  une  conséquence  immédiate  d'une  propriété  des 
quadriques  établie  par  Halphen  dans  le  Tome  I  (p.  19)  de  ce  Bul- 
letin; on  en  déduit,  en  passant,  que  toute  courbe  d'ordre  impair, 
2jp  +  i,  tracée  sur  un  cône  du  second  ordre,  forme,  avec  une 
génératrice  quelconque  du  cône,  l'intersection  complète  de 
cette  surface  et  d'une  surface  d'ordre p  -f-  1 . 

Si  l'on  observe  maintenant  qu'une  courbe  quelconque  du  cône, 
comptée  deux  fois,  forme  une  courbe  d'ordre  pair,  on  a,  en  vertu 
du  lemme,  le  théorème  suivant,  qui  n'a  peut-être  pas  été  remarqué  : 

Théorème.  —  Le  long  de  toute  courbe  algébrique  tracée  sur 
un  cône  du  second  ordre  on  peut  circonscrire  au  cône  une  sur- 
face algébrique,  ne  coupant  pas  le  cône  en  dehors  de  la  courbe 
considérée. 

Cette  dernière  propriété,  qui  n'entraîne  d'ailleurs  pas  les  deux 
précédentes,  est  curieuse;  elle  n'appartient  évidemment  qu'à  des 
surfaces  exceptionnelles.  Les  quadriques  générales,  les  cônes 
d'ordre  supérieur  à  deux  ne  la  possèdent  pas.  Dans  un  Mémoire 
qui  doit  paraître  au  Tome  IX  du  Journal  de  Mathématiques 
nous  montrerons  qu'elle  s'applique  à  la  surface  de  Kummer,  mais 
nous  n'en  connaissons  pas  d'autres  exemples. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Théorème  sur  le   centre  des  moyennes  distances; 
par  M.  Hatoa  de  la  Gotjpillière. 

1.  Considérant  un  polygone  plan  quelconque  de  n  côtés,  on 
réunit  consécutivement  ses  sommets  de  k  en  h  par  des  cordes 
de  jonction.  Sur  ces  diverses  cordes  on  construit  des  polygones 
de  p  côtés,  tous  semblables  entre  eux.  mais  d'ailleurs  sans 
aucune  relation  avec  la  forme  du  proposé.  Le  centre  des 
moyennes  distances  des  np  sommets  de  ces  n  polygones  sent 
toujours  le  même  que  celui  des  n  sommets  du  proposé. 

Pour  établir  celte  proposition,  commençons  par  envisager  l<- 
cas  d'un  triangle  iM,/>?,M,+a,  toujours  semblable  à  lui-même,  conr 


—   G 


siruit  sur  la  torde  variable  M/M/+j  du  polygone  proposé;  cl  rap- 
portons la  figure  à  un  système  d'axes  rectangulaires  XOl  . 


ris.  i. 


L'abscisse  du  sommet  ///,  de  ce  triangle  sera  égale  à  celle  du 
pied  P/  de  sa  hauteur  iw/P/,  augmentée  de  la  projection  P/Q/  de 
cette  bailleur  sur  l'axe  OX.  Le  triangle  M/#w/M/+a  restant  sem- 
blable à  un  type  déterminé,  le  point  P/  partage  sa  base  M/M/+* 
dans  un  rapport  fixe.  Son  abscisse  peut  donc  s'exprimer,  en 
fonction  de  celles  X/,  X/+*  des  extrémités,  sous  la  forme 

BH-p 

En  second  lieu,  les  triangles  m /P/Q»  et  M/M/+*R/  sont  sem- 
blables l'un  à  L'autre,  comme  avant  leurs  côtés  respectivement  per- 
pendiculaires. Il  en  résulte  que  P/Q/ est  avec  M/R/,  ou  Y/ — \  ,+/,. 
dans  le  rapport  constant  de  iw/P/  à  W/M/+/,.  On  peut  donc  repré- 
senter ce  segment  par 

V(V,—  YM  ,. 

Il  s  ensuit,  pour  L'abscisse  ./■,  du  point  m,-,  l'expression 


en-  a 


H-Y(Y/      Yi+k). 


Reproduisons  cette  équation  n  fois,  en  remplaçant  successive- 
ment l'indéterminée  i  par  les  nombres  i,  2,  3,  ...,  n;  et  ajou- 
tons membre  à  membre.  Chaque  ordonnée  Y,  apparaîtra  deux  fois 
dans  le  résultai  avec  le*  coefficients  y  et  --  y.  Tous  les  ï  dispa- 


laissent  par  suite  identiquement.  Chaque  abscisse  X;  figurera  de 
son  côté  deux  (ois  avec  les  coefficients 

P 

*+p'     x  ■+-  (3  ' 

dont  la  somme  se  réduit  à  l'unité.  Il  vient  dès  lors  simplement 
.r, -t- ,r.2 -f-  £P3  -t-  —  -f-  a?„=  Xi-+-X2-f-X3-4-.  ..-f-X„. 

2.  Considérons  maintenant  un  polygone  de  />  côtés  construit 
sur  la  corde  M/M/+/,,  et  réunissons  chacun  de  ses  p  —  i  sommets 
/??/,  autres  que  ceux  M/,  M/+/,  qui  lui  soûl  communs  avec  le  pro- 
posé, à  ces  deux  derniers  par  des  droites  de  jonction.  Ces  divers 
points  deviendront  individuellement  les  sommets  de  triangles  qui 
restent  semblables  à  eux-mêmes  quand  on  passe  d'une  corde  à 
l'autre  en  faisant  varier  i.  L'équation  précédente  leur  est  donc 
applicable,  et  l'on  peut  écrire  en  abrégé 

V  V V  ~. . 

— •  -V  —  ■"•**» 

en  étendant  par  la  pensée  la  somme  qui  figure  dans  le  second 
membre  aux  n  sommets  homologues  d'un  sommet  choisi  à  volonté 
parmi  lesjo —  2  non  communs  au  proposé. 

Ecrivons  cette  égalité  successivement  pour  ces  p —  2  points,  et 
encore  pour  les  deux  derniers  qui  fournissent  à  cet  égard  de 
simples  identités.  Ajoutant  le  tout  membre  à  membre,  on  obtiendra 

p2X=  SS:r, 
ou,  en  divisant  par  np, 

11  np 

ce  qui  démontre  la  proposition,  puisque  l'axe  des  abscisses  reste 
absolument  quelconque. 

3.  11  serait  aisé,- au  moyen  d'hypothèses  particulières,  variées 
de  diverses  manières,  de  constituer  certains  énoncés  plus  simples 
et  parfois  plus  expressifs.  Quelques-uns  d'entre  eux  ont  même  pu 
déjà  se  rencontrer,  par  exemple  le  suivant. 

Faisons  k  =  1,  de  manière  à  prendre  pour  cordes  les  côtés  eux- 
mêmes;  et  en  second  lieu  p  =  3,  en  réduisant  à  des  triangles  les 
polygones  semblables  entre  eux.  Nous  retrouverons  ainsi  le  théo- 
rème général  de  AI.  Laisant  ('). 

(')  Laisant,  Sur  quelques  propriétés  des  polygones      issociation  française 
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4.  On  peut  concevoir  que  des  constructions  convenablement 
imaginées  aient  pour  résultat  de  réduire  indéfiniment  les  dimen- 
sions du  système  quand  on  les  répète  successivement  sur  les  poly- 
gones ainsi  dérivés  les  uns  des  autres,  et  fassent  converger  ces 
derniers  vers  un  point.  S'il  en  est  ainsi,  ce  point,  quel  que  soit  le 
mode  de  construction  capable  de  cette  particularité,  ne  pourra  être 
que  le  centre  des  moyennes  distances  du  polygone  proposé. 

.le  citerai  comme  exemple  cette  remarque  déjà  connue  (') 
que,  si  l'on  joint  ensemble  les  milieux  des  côtés  d'un  polygone, 
puis  les  milieux  des  cotés  de  cette  nouvelle  figure,  et  ainsi  de 
suite  indéfiniment,  les  polygones  successifs  tendent  indéfiniment 
à  se  réduire  au  centre  des  moyennes  distances  des  sommets  du 
proposé. 


Sur  une  classe  particulière  de  courbes  gauches', 
par    M.    DEMOULIW. 

1.  Dans  une  Note  intitulée  :  Quelques  remarques  relatives 
à  la  théorie  des  courbes  gauches  (2),  nous  avons  démontré  le 
théorème  suivant  : 

Lors  du  déplacement  du  trièdre  principal  relatif  à  une 
courbe  à  torsion  constante,  l'axe  hélicoïdal  instantané  décrit, 
par  rapport  à  ce  trièdre,  un  conoïde  de  Plîlcker. 


pour  l'avancement  des  Sciences,  Comptes  rendus  du  Congrès  du  Havre,  1877, 
P-  >44)- 

Si  c  1  outre  on  aplatit  le  triangle  sur  sa  base,  on  obtient  une  propriété  iden- 
tique pour  le  polygone  formé  par  les  points  qui  divisent  dans  un  rapport  fixe  les 
côtés  du  polygone;  en  d'autres  termes,  pour  des  mobiles  qui  décriraient  ces  côtés 
uniformément,  ou,  plus  généralement,  avec  des  vitesses  constamment  proportion- 
nelles à  ces  côtés,  en  parlant  tous  à  la  fois  des  divers  sommets  pour  atteindre 
ensemble  le  sommet  suivant.  |  Laisant,  Sur  certaines  propriétés  des  centres 
de  gravité  {Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  1882,  t.  X,  p.  4o). 
—  Laquière,  Sur  le  théorème  de  M.  [Misant  relatif  à  certaines  propriétés  du 
centre  de  gravité  (Ibid.,  p.  i3a).  —  Resal,  Note  Sur  la  généralisation  d'un 
théorème  de  Pappus  (Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  a*  série,  t.  XX, 
p.  337)]. 

Si  l'on  fait  encore  en  particulier  n  3,  en  réduisant  à  un  triangle  le  polygone 
proposé,  l'on  retrouve  par  cette  voie  un  théorème  de  Pappus. 

C)  D'Ocagne,  Sur  une  suite  de  polygones  tels  que  chacun  d'eux  soit  formé 
en  joignant  les  milieux  des  côtés  du  précédent  (Annales  de  la  Société  scienti- 
fique de  Bruxelles,  9'  année,  i8H5-i886,  p.  237). 

Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  \\.  p.  43. 
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Parties  considérations  de  Géométrie  cinématique,  encore  Iné- 
dites, M.  Mannheim  a  étendu  ce  théorème  aux  courbes  de  M.  Ber- 
trand. Nous  nous  proposons,  dans  celte  Note,  de  chercher  toutes 
les  courbes  jouissant  de  La  propriété  en  question. 

2.  Soient  Ox,  Oy,  Oz  respectivement  la  tangente,  la  normale 
principale  et  la  binormale  en  un  point  quelconque  O  d'une  courbe 
gauche  (T).  L'axe  hélicoïdal,  relatif  au  déplacement  élémentaire 
du  trièdre  formé  par  ces  trois  droites,  a  pour  équations 


in 

p  et  t  désignant  respectivement  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon 
de  torsion  de  la  courbe  (T)  au  point  O. 

Ces  équations  montrent  que  l'axe  hélicoïdal  coupe  à  angle 
droit  la  normale  principale;  par  suite,  si  unv^  courbe  est  telle  que 
l'axe  hélicoïdal  instantané  décrive,  par  rapport  au  trièdre  prin- 
cipal, un  conoïde  de  Plucker,  ce  conoïde  admettra  nécessairement 
l'axe  des  y  comme  ligne  de  striction. 

3.  Cherchons  l'équation  la  plus  générale  d'un  conoïde  de 
Plucker  occupant,  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées,  la  posi- 
tion indiquée.  L'équation  la  plus  simple  de  ce  conoïde  est 

axz  -+-y(x--v-  z-)  =  o, 

a  désignant  une  constante.  Si  l'on  imprime  à  cette  surface  un 
mouvement  hélicoïdal  mesuré  par  une  translation  a  le  long  de 
l'axe  des  y  et  par  une  rotation  co  autour  de  cet  axe,  l'équation 
du  conoïde  deviendra 

rt(a7costo-t-^sinw)(o7  cosw  —  z  sinto)  -+-  (y  —  x)(  x2-\-  z2  )  =  o, 
ou,  après  quelques  réductions, 

Axz-hBx*-hCjs*-hDy(x*-hJ5*)  =  o, 
A,  B,  C,  D  désignant  des  constantes  indépendantes. 

A.   Cela  posé,  remplaçons  clans  l'équation  ci-dessus  y  el   -  par 
les  valeurs  (î);   il  viendra 
,  A        B         G        D 

P  Z'  ?'■ 


Cette   relation   caractérise  complètement   les  courbes  cherchées. 
L'hypothèse  13  =  o  donne  les  courbes  de  M.  Bertrand  : 


*  P  ~ 


5.  Faisons,  dans  (2),  C  =  o;  nous  aurons 


(  2Ï  -  -+-  —  H-  —   =  O. 

P  "  ? 

La  courbe  définie  par  celle  équation  constitue  la  solution  la 
plus  générale  du  problème  suivant  : 

En  un  point  O  d'une  courbe  (  I"),  on  mène  une  normale  OA 
faisant  un  angle  constant  avec  la  normale  principale  à  la 
courbe  (r)  en  ce  point.  On  demande  de  trouver  toutes  les 
courbes  (T)  telles  que  les  droites  ()\  soient  les  binormales 
d'une  autre  courbe  (T'). 

Soit  O'  le  point  où  la  droite  OA  s'appuie  sur  la  courbe  (T'). 
Posons  00'=  /  et  appelons  (o.  [3,  v)  les  cosinus  directeurs  de  la 
droite  OA  par  rapport  aux  axes  <)./•,  Or.  ()./•  du  trièdre  principal 
relatif  au  point  O. 

Rappelons  maintenant  quelques  résultats  concernant  la  théorie 

des  courbes  gauches.  Soient  (.r.  r.  5)  1rs  coordonnées  d'un  point  O' 

par  rapport  aux   axes  du    trièdre   principal   relatif  à   un  point  O 

d'une  courbe  gauche   quelconque.    Si   ce   trièdre   se  déplace  de 

manière  que  la  vitesse  du  point  O  soit  constante  et  ('gale  à  l'unité, 

les  composantes  de   la    vitesse  et    de    l'accélération  du   point  O' 

seront 

v  ,    dx  dVx 

Vy=r*-jp«+ar,  J,=  r\x      p\z         -J , 

Dans    ces   formules,   S    désigne    I  are    de    la     COlirbc  j    <>n    a    posé, 

pour  la  simplicité, 

1  1 


Il  - 

I  );ms  le  cas  actuel, 

x  =  o,       y  =  /3,        z=ly; 
par  suite 

V,-i-,/3. 

En  exprimant  que  la  vitesse  du  point  ()'  est  perpendiculaire  à 
<)'(),  ou  trouve  que  /  doit  être  constant;  les  composantes  <l<-  la 
vitesse  se  réduisent  dune  à 

V;c=  i  —  ri'i. 
(3;  Vr=-/»/Yl 

(   Vr  =  /;/3. 

Ou  trouve  ensuite,  pour  les  composantes  de  l'accélération, 

(  4  )  J  Jy  =  r(i  -  //•  3  )  )  -  p«  / S  —  /y//, 

les  accents  dénotant  des  dérivées  relatives  à  Tare. 

La  binormale  à  la  courbe  (F)  au  point  O'  est  évidemment  paral- 
lèle au  vecteur  dont  les  composantes  Nx,  Nr,  N-  sont  données 
par  les  formules 

N:  =  V.rJv-Vv.l,.. 

A  cause  des  relations  (3)  et  (4),  les  valeurs  de  ±\.r.  \'v,  N-  peuvent 
s'écrire,  toutes  réductions  faites, 

<•>,  Ny  =  jP«^(pe'H-Y), 

(  N.=  /•_f-/>2/V2_»/-2/3--/3/'=-+-  J«r»p«  +  /»*?*  6', 
pourvu  qu'on  pose 

f6)  -ip£  +  I,e,       2  =  e'. 

Exprimons  que  la  binormale  de  la  courbe  (F')  au  point  O'coïn- 
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ride  ;i\ec  O'O  :  nous  aurons 

Nx  _  Ny  _  ■  N* 
o    ~    P   "    Y  ' 

ou,  en  tenant  compte  des  formules  précédentes, 

p*l —  $r(\ —  prZ)  =  o, 

Or  il  est  aisé  de  voir  que  ces  deux  conditions  rentrent  lune 
dans  l'autre.  Les  courbes  cherchées  sont,  donc  définies  par  l'équa- 
tion 

(7)  ?l\?*-*-ï*)' 

laquelle  a  le  même  degré  de  généralité  que  l'équation  (a)'. 

Notre  assertion  se  trouve  donc  justifiée. 

Sî  /3  =  i ,  la  droite  GO'  coïncide  avec  la  normale  principale  Oy 
et  l'équation  (7)  devient 


p       \p2     'V 


Elle  définit  les  courbes  dont  les  normales  principales  sont  les  bi- 
normales  d'une  autre  courbe. 

6.  Les  formules  établies  au  n°  5  permettent  de  résoudre  un  cer- 
tain nombre  de  problèmes  relatifs  aux  courbes  gauches.  Posons- 
nous,  par  exemple,  cette  question  : 

En  un  point  O  ci  une  courbe  gauche  (Y),  on  mène  une  nor- 
male Okfaisant  avec  la  normale  principale  un  angle  constant. 

Trouver   toutes    les  courbes  (T)  pour  lesquelles  les  droites  OA 
seront  les  normales  principales  d'une  autre  courbe  (1  ). 

Soit  O'  le  point  où  la  droite  OA  rencontre  la  courbe  (1").  On 
démontrera,  comme  précédemment,  que  la  longueur  00'=/ 
doit  cire  constante.  On  achèvera  d'exprimer  toutes  les  conditions 
du  problème  en  écrivant  que  la  droite  00' esl  perpendiculaire  à 
l,i  binormale  de   la  courbe  1  V)  au  point  0;,  ce  qui  donnera 

pw,     VV     ... 


—   la  — 
ou,  on  tenanl  compte  des  formules  |  5  i. 

(H)  -;r\<  i  —  rl$  P+pH*  |  4-jt>*/8'  =  o. 

En  prenant  pour  0  une  fonction  arbitraire  de  l'arc  s,  les  équa- 
tions (6)  et  (8),  résolues  par  rapport  à  /•  el  à  p,  nous  donneront  la 
courbure  et  la  torsion  de  toutes  les  courbes  satisfaisant  à  la  ques- 
tion. Nous  trouverons  ainsi 


e     y,,<,,2"/-» 


Expression   de  quelques  aires  sur  le  paraboloïde  elliptique  ; 
par  M.  G.  Humbekt. 

Dans  un  Mémoire  inséré  aux  tomes  A  et  VI  du  Journal  de 
Mathématiques  (4e  série),  j'ai  donné  une  formule  simple  permet- 
tant d'exprimer,  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques.  Taire  d'une  ca- 
lotte ellipsoïdale,  limitée  par  une  conique  le  Ion»  de  laquelle  le 
cône  circonscrit  à  l'ellipsoïde  est  de  révolution.  La  même  méthode 
s'applique  à  l'évaluation  d'une  aire  analogue  sur  le  paraboloïde 
elliptique,  mais  le  résultat  est  beaucoup  plus  simple,  puisqu'on 
arrive,  pour  l'aire  cherchée,  à  une  expression  algébrique  el  même 
rationnelle. 

Voici  la  marche  des  calculs,  qui  sont  tout  à  fait  élémentaires. 

Soit  le  paraboloïde  elliptique 

Y-        Z2 

p      q 

on  suppose  p  >>  o,  q  >  o  et/»  >>  q. 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  réels  circonscrits 
à  la  surface  (i)  est  une  des  paraboles  focales,  ou  plutôt  la  partie  de 
la  parabole  extérieure  à  la  surface;  les  équations  de  cette  focale 
sont 

|  2  I  .)=  o.         z!  -  aa;(  p  —  q)  =  p(p  —  g  i. 

Le  plan  polaire  P  d'un  point  (.r.  s)  de  la  courbe  (2),  par  rap- 


-  u  - 
potl  au  paraboloïde,  a  pour  équation 

(3)  X-t-Z  -  -ha?  =  o; 

Y 

proposons-nous  d'évaluer  l'aire  de  la  zone  comprise,  sur  le  para- 
boloïde,  entre  ce  plan  I*  et  le  plan  polaire  P'  d'un   point 

(a?+  dx,  z  -+-  dz  i 

infiniment  voisin  de  (x,  z),  sur  la  parabole  focale  (2). 

\  cet  effet,  projetons  la  zone  sur  un  plan  normal  à  l'axe  du 
cône  de  résolution  de  sommet  (.r,  s),  circonscrit  au  paraboloïde  : 
il  est  clair  (nie  Taire  de  la  projection  est  égale  à  la  différence  des 
aires  des  projections,  sur  le  même  plan,  des  sections  faites  dans 
le  paraboloïde  par  les  plans  P  et  P'.  Or,  en  appelant  cl?  Taire  de 
la  zone,  et  9  l'angle  que  les  plans  tangents  au  paraboloïde  le  long 
de  la  section  P  font  avec  Taxe  du  cône,  on  a,  pour  la  zone  proje- 
tée, l;i  valeur  d<r  sinf),  et,  en  désignanl  paru  et  co  +  dtù  les  aires 
des  sections  P  et  P',  par  X  et  X'  les  angles  des  plans  P  et  P'  avec 
Taxe  du  cône,  il  \  lendra 

iii  dz  sin  0  =  (tu  •+-  dm  )  sin  À'- —  ta  sin  /.. 

L'axe  du  cône  est.  la  tangente  en  (./',  s)  à  la  parabole  focale  (2  ): 
ses  équations  sont  donc 

1  5  1  Y  =  o,         X( p  —  g )  —  Zz  ■+-  (p  —  g )  (x  -h  p )  —  ;> 

et,  par  suite, 


Mil  A 


pz-+-(p—g)dz 


d[(z  +  dz)*-+-g*][z*.-l   (p       q)'] 


Si  Ton  développe  sin  a'  suivant  les  puissances  croissantes  de  f/c 
il   vient,  en  négligeant  les  termes  en  c/ô-, 

•    v  /  g(  n  —  g)  —  z- 

mii  A   =  sin  À  -+-  dz-  -• 
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I  8*  +  7-  )-  [  5S  -f-  (/'  —  7  ls  |- 

iuiO  se  calcule  aisément;  on  trouve 

sine        Sp(p-ç)_m 

y/*»   l  (7>-y)« 


i:; 


Enlin  co,  aire  de  la  section  faite  dans  le  paraboloïde  i  i  |  par  le 
plan  ( 3  ),  a  pour  expression 


w.  =  n     ^  — '—     [a?  —  g(p  —  q 


)]• 


On   aura   to -{- dto   en  changeant,  dans  celte   expression,   ^   en 
z~\-ch.   Portons  maintenant  dans  (4)  les  valeurs  de  sinQ,  sinX, 

I 
si n  y.',  to  et  (o  -f-  cho;  il  vient,  en  divisant  tout  par  [.s2-f-  (/?  —  Ç)2Y> 


(*«H-y«)*    '  (*"  +  ?*) 


r  l*!-<7.(/>-?)] 


q*)ï.izdz  i, 


ou,  en  réduisant. 


'.s*-!-  y») 


c'est-à-dire 


<rf<j  = 


1  l'3/'-  (J)~2— (/(/>  — q)2\dz. 


q-{p  —  qr 


(h 


On  a  ainsi  l'expression  de -r-  en  fonction  entière  de  s:  on  en 

déduit  l'aire  t  de  la  calotte   de   paraboloïde  qui  a   pour  hase  le 
plan  \*  : 

q*{p-qY  L 


—  ?  (  7'  "  '/  >- 


C011S.I, 


La  constante  se  détermine  en  écrivant  que  ff  est  nid  lorsque  le 
plan  P  touche  le  paraboloïde,  c'est-à-dire  lorsque  le  pôle  (,/•,  s  l 
de  ce  plan  est  un  des  ombilics  du  paraboloïde.  Or  les  deux  ombi- 
lics réels  sont  à  l'intersection  de  la  surface  avec  la  locale  (2);  on 
trouve  ainsi,  pour  le  s  de  l'ombilic  situé  au-dessus  du  plan 
des  xy, 

z  =  \/q(p  —  q); 


—  l(i  — 

et,  par  suite,  on  a.  pour  l'aire  cherchée, 

(6)  .=     ,    "       ,\*Z=1  *-«,-,»]-*.„. 

(  )n  peul  (loue  énoncer  le  résultai  suivant,  qui  résume  cette 
Noie  : 

Soit  un  cône  de  révolution  circonscrit  au  paraboloïde  ellip- 
tique 

Y  2       Z« 

1 h  i  X  =  o  (  p  >  o,     q  >  o ,     p  >  q  i  ; 

/>  ? 

son  sommet  est  clans  le  plan  \  =  o)  désignons  par  x  et  z  ses 
deux  autres  coordonnées,  et  supposons,  par  exemple,  z  positif  . 
L'aire  ?  de  la  calotte  de  paraboloïde,  qui  a  pour  base  le  plan 
polaire  du  sommet  du  cône,  est  une  fonction  entière,  du  troi- 
sième ordre,  de  z,  et  elle  est  donnée  par  la  formule  (6). 

Vérification .  —  Si  le  paraboloïde  est  de  révolution,  on  a  p  =  q 
et  ô  est  toujours  nul;  l'aire  a-  se  présente  alors  sous  forme  indéter- 
minée. Mais,  si  Ion  remplace  z  par  sa  valeur  en  fonction  de./-,  tirée 
de  (2),  on  trouve  pour  c\  dans  le  cas  général, 


1  = 


—  p  Y  \p  —  q  —~\        0 


et  si  l'on  fait  //  =  q,  il  vient 

a=  l  ~//'  [(p-*-™)1  -p*\, 

formule  qui  se  vérifie  sans  difficulté,  en  cherchant  l'aire  engen- 
drée par  la  révolution,  autour  de  son  axe,  de  la  portion  de  la  para- 
bole 

Y--f-  ?/>X  =  o, 

•  pu    est   comprise  entre  le  sommet  et  la   droite  polaire  dti   poinl 

(./•.  o). 
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Expression  de  quelques   nouvelles   nuis  sur   le  pavciboloïde 
elliptique',  par  M.  G.  Mi  mbekt. 

Une  formule  que  j'ai  Pail  connaître  ailleurs  |  '  i  permet  d'ex- 
primer, ;ï  laide  des  fonctions  elliptiques,  l'aire  comprise  sur  un 
ellipsoïde  entre  les  deux  boucles  de  la  courbe  de  contact  de  la 
dévcloppable  circonscrite  à  l'ellipsoïde  et  ;'i  une  sphère,  le  centre 
de  la  sphère  étant  supposé  sur  un  des  axes  de  la  quadrique. 

En  essayant  d'appliquer  celte  formule  au  paraboloïde  ellip- 
tique, j'ai  reconnu  que  les-  fonctions  elliptiques  disparaissenl 
et  qu'on  arrive  à  une  expression  rationnelle  remarquablement 
simple;  c'est  eette  expression  qui  va  être  donnée  ici. 

\  oici  la  formule  pour  le  cas  de  l'ellipsoïde  : 

Soit  une  sphère,  de  rayon  \\.  dont  le  centre  est  situé  à  une 
distance  /  du  centre  d'an  ellipsoïde,  sur  V axe  de  longueur  2 a.; 
I aire  ellipsoïdale,  s  définie  plus  haut,  a  pour  valeur 

I  /P      ,.  ,  4        /  P      ,  J|'(J     U 

(1)  /- 

j                           /p   «2    /    r'i  u  ïu   y  r  o  ■->  1 

—  2  Ttt/  £  -p, Z—        [3e,pw-t-e?  +ÎCi'':,    . 

Dans  cette  formule,  les  fonctions  elliptiques  dépendent  des 
quantités  e{,e-,,e-A  ainsi  définies 

(2)  j     1_I~      "F'  ^  ? 

'  p  =  a'2  6! ■+-  a2c*  -4-  62  c2 . 

a,  b,  c  sont  les   demi-axes  de  l'ellipsoïde;   enfin    u   est    le   plus 
petit  argument  réel  et  positif  déterminé  par  la  relation 

(3)  3  — ^ _=pa_,. 

On  doit,  pour  appliquer  la  formule,  supposer  que  la  sphère  est 
extérieure  à  l'ellipsoïde,  c'est-à-dire  l^>a  et  K  <^  / —  a. 

Pour  passer  au  cas  du  paraboloïde,  on  doit  remplacer  dans  ces 
formules  /  par  l0-\-a,  b-  par  ap,  c-  par  céq  et  faire  tendre  ^/  vers 

(')  Journal  de   Mathématiques,  1.  VI  (4*  série),  p.    s^ 
XXI. 
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l'infini;  l'ellipsoïde     -  +  v,-  -j — :  —  1  =  0  a  pour  limite  le  para- 

i  l(i  /jî  ci  i  i 

boloïde  elliptique 


P     '    7 
La  formule  (3)  s'écrit 

„  rt2-+-  lalo-h  II  —  R2   pq 

3  -         ' i-~-  =  pu  —  i 

a  (/>  ■+-  q  )  -+- pq        R2 

et,  |)ar  suite,  u  tend  vers  zéro  lorsque  a  tend  vers  l'infini.  On  lire 
de  là  le  développement  de  a  en  fonction  de  u  sous  la  forme 

«  --  ~  4-P  +  y**2-1----  ; 

si  Ton  porte  cette  valeur  dans  les  relations  (a),  on  obtient  des 
développements  analogues  pour  <?,,  p2,  e:1  et  p;  si  enfin  on  rem- 
place dans  l'équation  (i)  les  quantités  <y,  e,,  <?2,  e3,  p  par  ces 
développements,  et  si  l'on  développe  les  fonctions  elliptiques 
suivant  les  puissances  croissantes  de  u,  on  arrive  à  une  expression 
de  la  forme 

qui,  pour  ?/  =  o,  se  réduit  à  s  =  A.  Il  est  inutile  dentier  dans  le 
détail  des  calculs,  qui  n'offrent  aucune  difficulté;  la  formule  finale 
est  la  suivante; 

U        r  Rs  1 

<  «  >  •"'  =  ' •  ~  ~ri   2^2 ri~ +  ' /o '"/ (/'  -t-  9r)  +  -3-  <  3/>8  +  { v2  +  ■•/"/  )  • 

\msi  : 

L'aire  s  comprise  sur  le paraboloïde  elliptique 

• _|_    1_    _1_   <y    T    —    ,, 

/'         V 

entre  les  deux  houe  les  de  la  courbe  de  contact  de  la  dèyelop- 
pable  circonscrite  au  paraboloïde  et  à  une  sphère  de  rayon  R, 
ayant   son  centre  sur  l' are  du  paraboloïde  à   une  distance  /,, 

du  sommet,  est  exprimée,  en  fonction  rationnelle  de  l>  et  de  /(), 

par  la   formule  |   j  ). 

On  doil  supposer  la  sphère  extérieure  au  paraboloïde,  c'est-à- 
dire  /,,      o  el   I»  <  /„. 


l'.t 


Vérification.  —  Si  le  paraboloïde  esl  de  révolution,  L'aire  5  esl 
comprise  entre  deux  parallèles  el  peul  se  calculer  directement. 
Considérons  la  parabole 


cl  le  cercle 


y%-\   xpx       o 

(•'■-/»)-  +  /2=  R«; 


les  tangentes  communes  à  ces  deux  courbes  touchent  la  parabole 
aux  points  donl  les  abscisses  vérifient  l'équation 

(5)  px*-ï-2x(pl0-{    R*)-f-/?(/g  —  R*)  =  o. 

Soient,  par  ordre  de  grandeur  croissante,  ./-,  et  X»  les  deux 
racines  de  celle  équation;  sur  le  paraboloïde  engendré  par  la 
rotation  de  la  parabole  autour  de  Q.r,  l'aire  comprise  en  Ire  les 
deux  parallèles  x  —  ./',  et  x  =  x-,  a  pour  expression 


>TÏ    /        t/.):\/p2 —   >pr, 


c'est-à-dire 


>=^[>'- 


>/'■'[  >2  —  I 1>- —  i.px-1 1- 


chacun  des  radicaux  du  second  membre  devant  être  pris  positive- 
ment. Or  la  relation  (5)  donne 


(6) 


p-(x+  /„)2=  R202—  ipx  -: 


d'ailleurs  on   vérifie   (pie  — /0  est  compris  entre  xt  et  x-,  et.  par 
suite,  on  aura,  en  tenant  compte  de  (6), 

\insisesl  une  fonction  symétrique  entière  de  xt  cl  x-2\  le  calcul 
se  fait  immédiatement  et  donne 


■i-p- 


c'est-à-dire 


s  =  -nrr  (  —  '  '  f»P II  '  —  6  R ''  '  P~  ~ ,s  ' ;  ' '  ' 


■?.~\[ 


^[-P^UoP^l^], 


formule  qui  coïncide  avec  la  formule  (  {)  où  l'on  a  fait  p  =  q.  On 
a  ainsi  vérifié  la  relation  (4)  et,  par  contre-coup,  l'équation  (i), 
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S'///  les  courbes  de  Lamé;  par  M.   H .  Godefroy. 

Celte  Note  est  relative  aux  rayons  de  courbure  «les  courbes  <!<■ 
Lamé  et  de  leurs  développées.  J'ai  déjà  traité  ce  sujet  [Sur  les 
rayons  de  courbure  de  certaines  courbes  et  surfaces,  etc. 
{Journal  de  l'École  Polytechnique,  LXIIe  Cahier)];  mais  je  ne 
crois  pas  inutile  d'y  revenir,  ces  problèmes  pouvant  être  résolus 
différemment,  d'une  manière  un  peu  plus  simple,  et  le  résultat 
lui-même,  dans  le  cas  des  développées,  étant  susceptible  d'être 
présenté  sous  une  forme  nouvelle. 

Rayon  de  courbure  des  courbes  de  Lamé.  —  Dans  le  Mémoire 
auquel  il  est  fait  allusion  ci-dessus,  le  rayon  de  courbure  des 
courbes  de  Lamé  se  déduit  de  l'expression  du  rayon  de  courbure 
de  courbes  plus  générales  :  dans  le  cas  spécial  qui  nous  occupe, 
le  procédé  suivant  conduit  plus  rapidement  au  résultat. 

Prenons  l'équation  des  courbes  de  Lamé  (axes  rectangulaires* 
sous  la  forme  suivante 


a  ./•>» 


by> 


Soit  \1(jc,  y)  le  point   de   la  combe  {Jig.  i)   pour  lequel  on 

Fig.  ,. 


cherche  l'expression  du  rayon  de  courbure  Ml  =  I».  Il  esl  inutile 
d'insister  sur  les  notations  et  éléments  divers  donl  «m  fera  usage, 
toul  étanl  suffisamment  indiqué  sur  la  figure. 
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On  a 

h    r'"    ' 

tangB  =  -■- ■ , 

Y 
tangu  =  •-, 

./• 

par  suite 

(i)  tangfJ  =  -  tang»'-'  u.. 

C'est  celte  relation  entre  les  coefficients  angulaires  <lc  la  nor 
maie  et  du  rayon  OM  qui  est  notre  point  de  départ. 
Differentianl  (i),  on  obtient 

/    n  d§  \   f>  o        du. 

( ■>■  i  — T7T  =  (m  —  i)  -  tang'»-2u.  — Ç—  ; 

cos'-p  a  cos2|jl 

mais 

h 
.  -  tane"1-1  u.  „ 

b  a  '         tango 

-  tang'«   2  u.  = =  —  • 

<i  tan  g  fi  tan  g  fi 

Celle  valeur  permet  d'écrire  (2)  sous  la  forme 

c/p  .  ,        du. 

r— -x — -  =(/«  —  1)  - ! 

111  \j  cosa  sin  u.  cosu. 


su 
OU 

r/u  1         sin(acos(JL 


(3) 


d$        m  —  1    sin  p  cos  (3 


La  perpendiculaire  à  OM   au   poinl  O  rencontrant  la  normale 

en  G,  on  aura 

d<j.  _  _R_ 
d$  _  MG  ' 

On  a  de  plus,  dans  les  triangles  OMA,  OMB, 

sin;jL  _  MA  cosjj.  _  MB 

côs"p-MÔ'  sinp  -  MÎT' 

Ces  valeurs  étant  portées  dans  (3),  cette  expression  devient 

1        MA.MB.MG 
(  *  '  U  -  ï^=ï  MO*-  ; 

mais 

<)K   _  MO 

MO  _  MG 
ou 

VIO2      V1G.01 


—  *1'1  — 

Portant  dans  (4)  celte  valeur  de  MO-,  on  a  l'expression  sui- 
vante du  rayon  de  courbure 

m  —  i        OE 
forme  obtenue  par  M.  Fouret  {Comptes  rendus,  ai  avril  1890). 

Rayon  de  courbure  des  développées  (/es  courbes  de  Lamé. 
—  Ce  problème  est  traité  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  en  partant 
directement  de  la  formule  qui  précède.  Ici  nous  commencerons 
par  la  mettre  sous  une  forme  un  peu  différente. 

On  a 

MA  _  md 
MC  ~  MB 
ou 

MA. MB  =  MC.MD, 

ce  qui  permet  d'écrire  (5)  de  la  manière  suivante 

MC.MD 


MI  - 


m  —  1        OE 


C'est  de  cette  expression  que  nous  allons  partir. 
Soit  dh  l'angle  de  contingence  en  M,  on  aura 

dMl         r/MC  r/MD         (/MF 

rfe         ~7/e"        ~d¥~       ~7bT 
(6  1 


Ml  MG  MD  MF 


Les  signes  du  deuxième  membre  sont  ici  ceux  qui  conviennent 
diins  l'un  des  cas  possibles  de  la  figure.  11  est  bien  entendu  qu'il 
est  indispensable,  dans  tous  les  cas,  de  prendre,  avec  des  signes 
contraires,  les  segments  croissant  et  décroissant  (il  est  toujours 
aisé  de  les  distinguer  d'après  la  position  des  points  où  les  nor- 
males menées  à  leurs  extrémités  rencontrent  la  normale  à  leur 
cii\  eloppe). 

Ceci  posé,  appelons  It  le  rayon  de  courbure  de  la  développée 
;mi  point  I,  etC,  I).  H.  K.,  Lies  points  où  les  perpendiculaires  aux 
;i\r^eu  Cet  l>.  la  droite  OM,  elles  perpendiculaires  menées  de 
Cet  I)  à  I  \  el  II»  rencontrent  ta  normale  en  I  à  la  développée. 

On  a 


,/M, 


23 

et  ;mssi 

dMC       ._,  ,/\1D  dMF 

d^      =IG>  "W    =,D'  "â      =    0F' 

Ces  valeurs  élan!  portées  dans  (6),  la  formule  devienl 

i;        i<;        ii>       OF, 
(7)  mi      MC   '    mi>      MF' 

1 1 1  il  i  - 

1C_'  JC         IK 

MC  M  \  ~  Ml' 

II)  ll>        IL 

md      mb  —  ivïï  ' 

OF  _  III 
\l  F  ~  Ml  ' 

Portant  ces  expressions  dans  (~t.  on  obtienl 

H'   _  IK-+-IL-+-  III 
MÏ  ~  MI 

OU 

IV  =  Ik^_  il+  m. 

formule  qui  n'est  vraie,  dans  tous  les  cas,  que  si  l'on  lient  compte 
des  prescriptions  énoncées  ci-dessus  relalivemenl  aux  signes  des 
segments.  Il  serait  plus  juste  d'écrire,  en  général,  et  à  condition 
d'entendre  comme  il  convient  les  doubles  signes, 

H  =rhIK±ILzç  III. 

Cas  pARTicunEit.  —  Rayon  de  courbure  de  la  développée  de 

l'ellipse.  —  Il  est  intéressant  de  déduire  de  ce  qui  précède  l'ex- 
pression du  rayon  de  courbure  de  la  développée  de  l'ellipse.  Sup- 
posons menées  de  C  et  D  les  perpendiculaires  à  Ml,  qui  rencon- 
trent OM  respectivement  en  I\  et  l\ 

On  sait,  par  une  construction  bien  connue  du  centre  de  courbure 
de  l'ellipse,  que 

de  même 

par  suite 


GN  = 

i<: 

: 

1)|>  - 

[D 

: 

\C 

GIN 

111 

MC 

\H 

Ml 

II) 

Dr 

III 

MD 

MD 

— 

Ml 

(  )n  ;i.  du  reste, 

OF  _  IH  m 
MF  ~  MI' 

la  formule  (7  )  devienl  alors 

JV  _  HH 
Ml  ~~  VÎT 
ou  simplement 

R'=  3IH. 

C'est  la  formule  <!•■  Maclaurin. 

Rayon  de  courbure  de  la  développée  de  lu  développée  de 
V ellipse.  —  On  sait  (loc.  cit.)  comment  on  pourrait  arriver  à 
l'expression  du  rayon  de  courbure  des  développées  des  dévelop- 
pées des  courbes  de  Lamé.  Cette  recherche  ne  paraît  pas  devoir 
conduire,  en  général,  à  des  résultais  d'une  interprétation  com- 
mode. Le  cas  particulier  de  l'ellipse  donne  pourtant  lieu  à  une 
instruction  extrêmement  simple.  C'est  ce  que  nous  allons  mon- 
trer i  '  i. 

On  a 

lt  =  ;ih. 

mais 


IH 

Ml 

MI 

ÔF  " 

MF 

"  OE  ' 

par  suite 

R  r  = 

30F.  Ml 
OE 

On  déduit  d 

e  là 

dH' 

dOE 

dm 

rfOF 

(8. 

~dJ 

IV 

de 

OE 

-+- 

d% 
Ml    + 

dO 
OF 

Le  signe  —  convient  au  cas  où  le  point  F  se  trouve  entre  le> 
points  M  et  I.  le  signe  -+-  au  cas  contraire. 

Soit  lî    le  rayon  de  courbure  de  la  deuxième  développée,  ou  a 

du   =  R  • 
rfOE       .  ,.  dm       ..  rfOF      ... 

^OF  -TFT  -    l;  — W  =  H- 


du  du  ■         d<) 


O  Le  lecteur  est  prie-  de  refaire  la  figure,  dans  l<-  <-.i^  de  l'ellipse, en  ne  U;i- 
i.ini.  outre  les  axes,  la  tangente  cl  les  normales  à  l'ellipse  el  à  sa  développée  qui 
les  droiti  -  OM,  «  IE.  '  'l 


La  formule  (8)  peul  alors  s'écrire 

ir  _  QF       R'        FI 
(-'  '  R'  ~~  OE~*~  Ml  "*"  OF" 

(  )r  on  a 

jT  _   _1T 

R'  ~~   illl  ' 
OF  _  OF  _  III 
OE  ~  FM  ~  Ml' 

JV   _  3HI 
MÏ  ~:   MI  ' 

Portant  ces  valeurs  dans  (g),  on  obtient 

R"  IH  _  FI 

(l01  3111  ~4  Mî  "+"  ÔF' 

.Menons  de  H  une  perpendiculaire  à  OM  et  une  parallèle 
à  OI.  Soient  P,  Q  les  points  où  ces  droites  rencontrent  la 
normale  MI.  On  aura  alors 

III  _  II»  FI        IQ 

MI  _  ÎH'         OF  ~  IH' 

Moyennant  ces  valeurs,  la  formule  (10)  s'écrira 

R  IP        IQ 


ou 


,m      4  m  -^  m 

R"=i2lP  — 3IQ. 

Prenons  IS  =  41  P.  on  a  alors  dans  tous  les  cas 

R"=  3QS. 

Le  problème  précédent  a  été  résolu  également  par  Al .  Mannheim 
{Cours  de  Géométrie  descriptive  de  VEcole  Polytechnique, 
suppléments)  comme  conséquence  de  la  construction  de  la  normale 
au  lieu  du  point  H,  sommet  du  triangle  HLM,  pour  lequel  on  con- 
naît les  normales  aux  courbes  décrites  par  les  deux  autres  sommets, 
et  les  points  où  les  côtés  touchent  leurs  enveloppes.  La  construc- 
tion déduite  de  ces  considérations  est  moins  simple  que  celle  qui 
\icnt  d'être  exposée 
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Sur  les  principes  généraux  de  la  Thermodynamique 

et  leur  application  aux  corps  élastiques; 
par  M.  Gustave  Cellébieb. 

Les  recherches  suivantes  ont  pour  but  de  déterminer  les  équa- 
tions générales  permettant  d'introduire,  dans  l'étude  des  corps 
élastiques,  les  termes  d'ordres  supérieurs  au  premier  par  rapport 
aux  grandeurs  des  déformations.  Les  premiers  paragraphes  sont 
consacrés  à  quelques  théorèmes  relatifs  à  l'emploi  des  principes 
thermiques,  en  vue  de  préciser  le  nombre  et  le  choix  des  variables 
indépendantes,  ainsi  que  de  connaître  avec  certitude  le  degré  de 
généralité  que  l'on  doit  attribuer  aux  équations  thermiques. 

Nous  cherchons  ensuite  la  valeur  du  travail  infinitésimal  dégagé 
par  l'élément  de  volume  d'un  corps  parfaitement  élastique,  quand 
il  passe  d'un  état  déjà  déformé  à  un  état  infiniment  voisin.  Et,  en 
appliquant  à  cette  expression  les  considérations  préliminaires, 
nous  pourrons  déterminer,  pour  cette  famille  de  corps,  la  forme 
la  plus  générale  de  la  fonction  caractéristique,  des  valeurs  des 
pressions,  et  par  suite  des  équations  de  l'équilibre  intérieur  d'un 
corps  élastique  homogène  inégalement  déformé  en  ses  divers 
points,  sans  restriction  aucune  sur  l'ordre  de  grandeur  des  défor- 
mations. 

Comme  exemple  d'utilité  possible  de  ces  équations,  nous 
citerons  leur  application  éventuelle  à  la  Chronométrie,  science 
dont  les  progrès  incessants  exigent  de  jour  en  jour  des  moyens 
plus  précis. 

I.   — ■  Principes  f<>m>\\m.\tu  \. 

Principe  de  i 'équivalence.  —  Appelons  r/O  la  quantité  de 
chaleur  reçue  par  un  corps  pendant  une  modification  infinitésimale 
de  son  état,  d\j  le  travail  dégagé,  el  \  la  constante  numérique  de 
l'équivalent  calorifique  du  travail;  considérons,  pour  ic  corps,  un 
cycle  fermé,  c'est-à-dire  une  série  <!<■  modifications  successives  à 
la  lin  desquelles  le  corps  se  retrouve  identiquement  dans  l'étal  où 
il  était  primitivement  :  le  principe  de  l'équivalence  s  exprime  ana- 
I  \  tiquemenl  en  écrn  anl 


/  i  </M 


\  <i\. 


-  27  - 

où  l'intégrale  est.  étendue  à  toutes  les  évolutions  successives  du 
cycle  que  nous  venons  de  définir. 

Cette  équation  n'existe  d'ailleurs  que  si  la  chaleur  et  le  travail 
sont  seuls  en  présence. 

Principe  de  l'énergie  intérieure.  —  Ce  principe  estime  con- 
séquence du  précédent,  participant  de  la  sorte  à  sa  généralité, 
indépendamment  de  toute  autre  conception.  L'existence  de  l'é- 
nergie intérieure  résulte  des  deux  théorèmes  suivants  : 

i"  V expression  dQ  —  V  dL  a  pour  terme  principal  un  poly- 
nôme différentiel  de  la  forme  Jidx  -+-  \  dy  •+-  'Ldz  4-...-f-  l!  <lr. 

.r.)\  z /•  étant  les  variables  indépendantes  .qui  déterminent 

Tétai  du  corps. 

En  effet,  nous  pouvons  poser,  entre  deux  étals  voisins, 

<7Q  —  \  dh  =/(  se, y,  z,  ...,/*,  dx,  dy,  <tz dr  i, 

f  convergeant  vers  une  fonction  homogène  du  premier  ordre  en 
dx,  dy.  olc.  Formons  un  cycle  infinitésimal,  à  partir  de  l'état 
X,y,  .  . .,  /•,  dans  lequel  la  première  modification  porte  sur  toutes 
les  variables,  qui  deviennent  x  -f-  dx,  y  +  dy,  . . .,  r  +  dr,  tandis 
que  chacune  des  modifications  suivantes  n'affecte  qu'une  seule 
des  lettres  en  lui  rendant  sa  valeur  primitive;  ce  cycle  sera  fermé; 
les  valeurs  successives  de  /seront 

f(x,  y,  . .  .,  r,  dx,  dy dr), 

f'x  -f-  dx,y  -+-  dy,  ...,/•  J-  dr,  —  dx,  0,0,  .  . . .  0 
f(x,y  -+-  dy,  . . . ,  /■  -t-  dr,  o,  —  dy,  0 0  1. 


f{x,y r  -h  dr,  o,  o,  ....  —  dr  1  : 

et,  en  appliquant  à  ce  cycle  l'équation  (1),  négligeant  les  termes 
du  deuxième  ordre,  on  aura 

f(x,y,  ....  r.  dx.  dy,  ....  dr)  -hf(x.y r.  —  dr.  o,  .  .  . ,  o)  -+-.  .  • 

-+-/(  x,y r,  0,0,    ...  -  dr)  =  o, 

ce  qui  équivaut  à  la  forme  énoncée 

f(x,y r,  dx,  dy dr  1  -  X  dx -h  Y  dy  +...-!-  I!  dr, 

X.  ï R  désignant  des  fonctions  finies  des  variables. 

!     Sous  celle  dernière  forme ,  dQ        \d\,  est  la  différen 
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t  telle  exacte  d'une  fond  ion  de  x,  y,  ....  /•.  que  l'on  désignera 
pur  AU,  U  étant  l'énergie  intérieure  du  corps. 

11  suffit   de    prouver   que   -r—  =  -—  ■>   car   on    démontrerait  de 

r  l        oy  ùx 

même  les  relations  analogues  pour  les  autres  lettres.  Faisant  donc 
varier  x  et  y  seuls,  traçant  les  points  dont  les  coordonnées  sont 
x,  y,  leur  lieu,  pour  un  cycle  fermé,  est  une  aire  fermée,  que 
nous  pouvons  prendre  de  dimensions  infinitésimales;  soit  un  point 
intérieur  fixe  xQ,  y0,  et  posons  x  =  x0  +  £,  y=y0-\-T\\  nous 
aurons,  pour  ce  point  de  la  courbe,  en  négligeant  le  troisième 
ordre, 

«-  +  T4T-  (*+  *&{+*,)*.♦.(*+  *&{+£•,)*,, 
dont  l'intégrale,  en  application  de  l'équation  (i),  se  réduit  à 

~¥J  '><'<+ hïJ  <*>  =  <>• 

Or  I  rtdq,  j  \<hi  sont,  de  signes  contraires,  égaux  à  l'aire  infinité- 
simale, qui  n'est  pas  nécessairement  nulle;  il  en  résulte,  pour  le 
point  #0,  y0,  la  relation  qu'il  fallait  prouver 

dX  _  dY  _ 
dy        dx 

Conformément  à  la  désignation  ci-dessus,  nous  écrirons  donc 

où  c/U  seul  représente  une  différentielle. 

Principe  de  Carnol.  —  Ce  principe  n'existe  que  dans  les  cas 
où  l'on  peut  regarder  comme  réversibles  les  modifications  ther- 
miques d'un  corps.  Il  fait  survenir  l'existence  d'une  fonction 
toujours  croissante  avec  la  température,  quantité  que  l'on  adopte 
pour  exprimer  la  mesure  T  de  la  température.  Sa  démonstration  est 
d'ailleurs  faite  sur  des  hases  incontestables,  indépendamment  du 
nombre  ou  de  la  nature  des  variables  indépendantes. 

Le  cycle  de  Carnot  esl  parfois  appelé  cycle  parfait,  ou  cycle  de 
rendement  maximum  ,- cl  quand  le  principe  d'un  moteur  thermique 
réalise  ce  cycle,  on  regarde  la  machine  comme  théoriquemenl  par- 
faite.  Telle  esi   l'application  d'un  corollaire  soil  d\\  principe  de 
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Carnotj  soil  de  la  méthode  même  de  »;i  démonstration,  corollaire 

(|ni  pciii  s'exprimer  ainsi  :  Si,  /><>ur  un  cycle  réversible  fermé, 

la  température  d'un  corps  est  comprise  entre  les  extrêmes  T' et 

T",  le  rendement  de  ce  cycle  ne  peut  <'■//■<■  supérieur  au  rapport 

T" rj" 

— = — ■>   le  cycle  élan I  parcouru  dans  le  sens  qui   rend  positif  le 

travail  résiduel. 

2.   —  Théorèmes  fondamentaux  tour  les  changements 
réversibles. 

A.  —  Pour  des  modifications  réversibles,  la  quantité  dQ  a 
pour  terme  principal  un  polynôme  différentiel  linéaire,  tel 
que  JLdx  -+-  Y  dj  4-. . .+  Kdr;  dL  par  suite  a  la  même  forme. 

Celle  propriété  résulte  du  corollaire  énoncé  ci-dessus,  appliqué 
à  un  cycle  infinitésimal;  pour  un  tel  cycle,  S  d()  représente  le 
travail,  tandis  que  la  chaleur  fournie  au  corps  peut  s'exprimer  par 

1V/Q' ;  on  a  alors  ,^~,  <[ — f™ — ;  or,  ici,  T" — T'  est  infinité- 
simal du  premier  ordre,  S  dQ_'  également,  de  sorte  cpie  ï  e/O  ne 
peut  être  que  du  deuxième  ordre  au  moins;  en  posanl 

dQ  —  f(x,y,  ...,/",  d.r,  dy,  .  .  . ,  dr), 

on  démontrera,  comme  au  n"  1,  qu'aux  termes  près  au  deuxième 
ordre,  o?Q  a  la  forme  énoncée,  et,  à  cause  de  l'équation  (2),  dL 
également. 

V>.   —  L'expression  -sr  est  une  différentielle  exacte. 

D'après  le  théorème  précédent,  on  a  la  forme 

d()  _  Xdx-+-Ydy-h..  . ■+-  R  dr 

Concevons  un  cycle  de  Carnot  où  x  et  y  varient  seules;  si  T 
dépend  de  ces  deux  leilres  ou  de  l'une  d'entre  elles,  on  peu!  dé- 
montrer le  théorème  comme  dans  le  cas  d'un  fluide,  OÙ  il  n  \  a 
que  deux  variables,  el  l'on  a 


m. 

dy  dx 


—  ;*<)  - 

Si  au  contraire  T  est  indépendant  à  la  fois  de  x  et  y,  pour 

tout  cycle  où  c.  . . .,  /•  restent  constants,  T  ne  varie  pas;  le  rende- 
ment de  ce  cvcle  ne  peut  être  supérieur  à  zéro,  et  par  suite 

I  (Xdx-hYdy)  =  o, 

d'où 

âX  _  OX 
dy        dx 

et  ce  qui  revient  au  même  ici 

\  \ 


i(Ç) 


d 


'0'  ,/-r 

Ce  résultat  subsiste  donc  dans  tous  les  cas,  et  l'ensemble  des  rela- 
tions analogues  en  r,  . . . ,  r  justifie  l'énoncé  du  théorème. 
Nous  écrirons  donc 

|  3  )  (IQ  =  AT  dm,  di    +-  dL  =  T  tfw, 

rfto  étant  la  différentielle  d'une  fonction. 

C.  —  Si  le  travail  extérieur  dL  est  exprime  par  le  poly- 
nôme X  dx  +  \  dy  -+-  ...  -t- 1  w//-,    A'.v    lettres  x,  y,   s /" 

ne  peuvent  à  elles  seules  déterminer  l'état  du  corps. 

En  effet,  la  forme  énoncée  de  dL  résulte  d'une  forme  primi- 
tive telle  que  SPûfc,  où  les  quantités  l*  sont  des  projections  de 
forces,  et  les  quantités  ds  des  arcs  élémentaires  décrits  par  les 
points  de  la  surface  du  corps;  si  le  corps  ne  subit  aucune  défor- 
mation, toutes  les  quantités  ds  sont  nulles;  et  comme  un  des 
termes  tels  que  X  dx  provient  du  groupement  d'un  certain 
nombre  de  termes  Pds,  dx  est  nul  dans  le  même  cas,   ainsi  que 

dy}  dz dr.  Dans  l'hypothèse  contraire  à  l'énoncé,  </T  serai I 

nul  aussi.  Or  on  sait  que  l'on  peut  chauffer  ou  refroidir  un 
corps  sans  qu'il  subisse  aucune  déformation  superficielle.  Il 
existe  donc  d'autres  variables  indépendantes  que  ./\  y.  . ...  /\ 
pour  déterminer  s<>il  la  fonction  T.  soi i  L'état  du  corps. 

I).  -  Si  dL  est  exprimé  par  un  polynôme  de  n  termes,  le 
nombre  des  variables  peut  être  réduit  à  n  ■+- 1 . 
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On  posera 

(4)  wT—  U  =  0,        d'où  dL  -  </')      todT, 

0  élant  une  fonction  dile  caractéristique.  Considéranl  ./■,  _r, 
z,  ...,r,  T  comme  variables  indépendantes,  et  appelai)  I  a,  B,  y,  ... 
les  autres,  celle  nouvelle  forme  <le  <7L  concjuil  aux  relations 

<)()  ,  OO  dO  OH  dO 

et  l'on  voil  que  0,  et  par  suite  <■),  X,  ....  Ei,  U  sont  indépendants 
de  a,  3,  y,  ....  On  obtient  donc  le  résultai  proposé  en  considérant 
0  comme  fonction  de  .r,  y,  5 /',  T. 

E.  —   Les  quantités  T,  0,  w,  L   «e  peuvent  dépendre  que  de 

variables  représentées  dans  L  'e. /pression  dn  travail  extérieur. 

Si  a  esl  une  variable  non  représentée  dans  «7L,  elle  ne  saurait 

être  x,y,  ...  ou  /•;  c'est  donc  T  qui  pourrait  en  dépendre;  mais 

i  dX  .,      ,      ,       dT  ,  .  /  -  \  . 

de  ce  que  —  =  o,  il  résulte  ■ —  =  o,  a  cause  des  équations  (o); 

celte  lettre  ne  peut  donc  exister  nulle  part. 

De  ce  théorème  il  est  aisé  de  déduire  le  corollaire  suivanl  : 

Si  l'expression  de  dL  peut  être  ramenée  à  la  forme 
JÇjfk  +  OIL  dp  +  Ob  dt  -+- . . .  +  cil  dp,  où  X,  [J.,  v.,  .  .  • ,  p  .«>//*  des 
/onctions  de  x,    y,    .  .  .  ,   /',  en   nombre  inférieur  à  celui  de  ces 

dernières  variables,  et  où  ^,  DR,,  3£ &  sont  des  fonctions 

de  X,  ii,v,  ...,p,  fe*  quantités  0,  ...  seront  des  fonctions  de 
X,  a,  v,  .  .  .,  p,  T,  .SY///.V  dépendre  autrement  de  X,   r.    S /". 

D'après    ce    qui    précède    les    équations    thermiques    peuvent 

s'écrire 

t)0    .  d6    ,  t)8    . 


5T'  dT 


(;)         co  =  |L  U=T^-e,         0=/(,-,,., r,T), 


(8) 


)2f)      ,  d*e     ,         d20 


^  =  AT(d^^^  +  dTdT^-+---'+dFdT^+dT^J 


Dans  ce  qui  suit,  nous  conserverons  aux  seules  In  ire-   \.  Q,  L, 
U,  T,  0  leur  signification  actuelle. 


<).   —  Travail  élémentaire   poli;   les  corps   élastiques. 

On  peut  fixer,  au  point  do  Mie  physique,  l'état  d'un  corps  en  le 
comparant  à  un  état  initial  déterminé.  Soient  donc  .rn,  y0,  -^o  les 
coordonnées  d'un  point  matériel  dans  cet  état  initial;  la  position 
actuelle  du  même  point,  que  nous  désignerons  par  x,  y,  5,  peut 
être  représentée  par  diverses  équations  entre  #,  y,  s,  ./'„,  r0,  ^0  et 
un  certain  nombre  de  paramètres  a,  Jii,  . .  .  indépendants  de  .rn,  yn, 
z0;  on  pourra  écrire 

!x  =  Fi(r0.j)'0,  z0,  a,  p,  ...  j, 
y  =  Fi(x0,y0,  ..  .), 
z  =  F3(a?o,7o5  •••)• 

Si  le  corps  se  déforme,  ce  sont  les  paramètres  a,  ,3,  ...  qu'il 
faut  faire  varier  dans  ces  équations,  et  non  xn,  r0,  z-o  ;  de  sorte 
que  les  mouvements  élémentaires  des  points  sont  exprimés  par 

i  <■/  )       o.r  =  oa  -f-  -r=-  op  -+-. . .  ou  o.r  =   >   oa,  .... 

Supposant  donc  x0,  y9,  s0  éliminés  entre  ces  six  équations  (9) 
et  («),  l'on  exprimera  le  résultat  de  cette  élimination  sous  la 
forme 

(b)         Zx=ft(x,y,z),         îy=f,{x,y,z),         os  =/3{x,  y,  z  ), 

où  les  fonctions  ft ,  y2j  /s  contiennent,  outre  x,y,  s,  les  lettres  a, 

3,  y,  ...,  8a,  Sp,  07 

Il  importe  d'exprimer  ici  la  valeur  des  dérivées  de  ces  trois 
fonctions  par  rapport  à  x,y,  5.  Identifiant  (rt)el  (/>),  on  a 

/.  =    >  oa,  /,  =    >  oa,  .... 

Jl      Aà  dx  Jt      Ad  07. 

d'où,  regardant  ./0,  j>'o>  ;0  comme  fonctions  de  u\  )\  s, 

#j  =  V  /<>'Fi    ^0  +    ^gFj    d£ç  +   ^F,    d£o\  Sa 
dx       j£d\Oz0x0    Ox         0z0y0    Ox         dzdz0   dx / 

ce  qui  peut  s  écrire 

4A  =  aar0  g  / dFt  \   [   dy*  g  /dF,\  +  iz„  g/^Ft\  . 

c'a?         d.r      \0x0  J    '     dx      \Oy0J        Ox     \dz0J 

Nous  représenterons  les  neuf  dérivées  des  fonctions  F(,  F2,  !• 


'M  u 

0F, 

1  ,        <>v. 

Az0 

dF, 

7         57 
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par  les  notations 


(10) 


de  sorte  qu'on  écrira 

Différentiant  par  rapport  à  x  les  équations  (g),  on  obtient 

<>'',,  '-'in  ds0 

'       037  '     O.r  '      '//• 

i     dar0    ,    .    àyu  dz0  dx0  dj  a  dz0 

°  =  +* te  +  ^te  +  -  te  =  '/■'■ ,,,      &  ;,,:     X-  ^  ; 
d'où,  posant  pour  abréger 


(II) 

on  tire 

'A/-,,  _  i    0A  teo  _  i    d\  dzo  _  i    oi 

O.r         A  dep^  Ox         A  dtDj  te         A  dtpz 

On  obtient  donc   en  définitive  pour  la  valeur  (c)  et  ses  ana- 
logues 


d/i         i    /  <M    .  dA    .  rJA  . 

Ox         A  \dcpe     '  [)■;,      ••         dwz     '     '  ' 


\  0f\         i   /  0\    ç,  0A  „  0A  , 

'  - —  =  —  I 6<o  ,■  -T-  -    —  ûOv+  —  oo 

03)  <    -M'  A  vte*     '•'         d<\>y     '■  «ty-     •" 

J  dIi  -  L(È±  u       —sa       —  ^  ^ 

[te  A\^?.r0V'''    0cpr    ™        «?cp_    ^7' 

On  peut  remarquer  que  les  quantités  s,.,  cp^, y.  représentent 

les  composantes  de  la  dilatation  du  corps,  de  l'étal  initial  à  l'état 
actuel.  El  si  l'on  désigne  par  v„,  u  le  volume  spécifique  pour  ces 
deux  états,  on  a  tout  d'abord 

-'./',  ^    dfi        à/a  _  oA 
T  "     te    H~  5/    'h    05      =  T' 

xxi.  3 


d'où,  par  intégration, 

04)  '■>  ~-  ,jo^- 

de  sorle  que  A  représente  la  dilatation  en  volume. 

Considérons  un  élément  de  volume  du  corps,  de  poids  s,  limité 
par  une  surface  fermée  10.  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un 
point  situé  à  l'intérieur  de  ce  volume;  et  cIm  un  élément  superfi- 
ciel dont  les  coordonnées  actuelles  sont  x  -j-  ç,  y  +  "/;,  z  -f-  £,  et 
dont  la  normale  extérieure  fait  avec  les  axes  de  coordonnées  des 
angles  de  cosinus  A,  u,,  v.  En  appelant  pM.v,  Pwy-,  Pwz  les  compo- 
santes de  la  pression  sur  du),  une  déformation  infinitésimale  déve- 
loppe sur  cet  élément  superficiel  un  travail  extérieur  égal  à 

(  d  I  (  Ptùx  o;  +  p<oy  8*)  +  /;,,,;  3  r  )  dut . 

L'intégrale  de  cette  expression,  étendue  à  toute  la  surface  u>  et 
divisée  par  e,  exprimera  la  valeur  de  dL,  s'il  n'y  a  pas  d'autres 
forces  extérieures. 

On  a  du  reste,  ç,  r„  Ç  étant  infinitésimaux, 


1  uo\l\ 

et,  désignant  d'ailleurs  par  />.,..r,  />.r) /?Z3  les  composantes  de  la 

pression  au  points,  y,  z,  nous  aurons  encore 

/'„,.<=--    MPXX+  'O'rr  I  -J      [>■(  />.cv—  dpXi    >     -     VI  />.,:.—  '//'.,  :   I 

en  faisant 

La  quantité  r/L  à  obtenir  étant  une  limite  se  rapportant  à  L'unité 
il»-  poids  d'un  corps  qui  serait  constitué  identiquement  à  l'élément 
infinitésimal  situé  au  point  ./•,  r.  z,  cette  quantité  est  de  même 
ordre  que  /i../j../'i  et  leurs  dérivées.  Comme  du  reste  la  valeur 
de  z,  <|iii  finit  diviser  l'intégrale  de  l'expression  (d),  est  du  troi- 
sième degré  par  rapport  à  ç,  7),  Ç,  il  sera  inutile  de  conserver, 
dans  (û?),  les  termes  de  degré  supérieur  au  troisième.  De  la  sorte, 
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on  ne  gardera,  dans  le  tenue  pU)a  o;  //(<>,  que  l'expression 

où  dpXXl  . . .  seront  remplacés  par  leurs  termes  du  premier  degré. 
Pour  l'évaluation  d'intégrales  telles  que 

(/)  /  >.  d«y.        /    u.  dto,        /    XJjdco,         /    Xr,  rfw 

l'on  décompose  w  en  menant  une  infinité  de  prismes  parallèles  à 
l'un  des  axes  de  coordonnées,  Ox  par  exemple,  ces  prismes  ayant 
des  dimensions  transversales  très  petites  par  rapporl  à  celles  de  tu. 
L'un  quelconque  d'entre  eux,  de  section  dto',  rencontre  la  surface 
fermée  oj  en  un  nombre  pair  de  points,  où  X  sera  alternativement 
positif  et  négatif;  comme,  au  signe  près,  en  ces  points,  A  cIm  vaut 
dio',  et  que  7),  Ç  restent  les  mêmes,  on  a  pour  ces  points 

S  X  dw  =  o,  S  Xï]  du  —  o,  S  À  Ç  c/w  —  o. 

tandis  que  2X£  c/w  est  la  partie  du  volume  du  prisme  commune  au 
volume  e.  Il  en  résulte  que  les  seules  intégrales  (/*)  qui  ne  soient 
pas  nulles  sont 

/   X£o?u>,       J    py  dot,       !   '/*(/(<>. 

dont  la  valeur  commune  est  égale  au  volume  de  l'élément,  c'est- 
à-dire  à  eu,  u  étant  le  volume  spécifique  au  point  #,  y,  s. 
On  obtient  alors,  pour  l'intégrale  de  l'expression  (e) 

Or  on  sait  que  les  pressions  sont  soumises  aux  équations 

l         n./1  "T  ,/; 

ii.r  dz 

.  fe    +  fe   =  Z 

cfcr  «m        "    àz 

où  X,  Y,  Z  représentent  les  forces  étrangères,  \  compris  l'inertie, 
rapportées  à  l'unité  de  volume. 
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Le  dernier  terme  de  l'expression  (g)  vaut  donc  s'jX/,,  ou 
ÊuX&a?,  un  des  termes  du  travail  des  forces  extérieures.  L'en- 
semble  des  ternies  tels  que  (g)  représentant  le  travail  des  pres- 
sions, il  faut  retrancher  le  travail  des  forces  extérieures,  qui  est 
reçu  par  le  corps,  pour  obtenir  le  travail  élémentaire  dL  dégagé. 
Ce  qui  revient  à  faire  abstraction  de  X,  Y,  Z  dans  les  expres- 
sions (g).  Divisant  ces  dernières  par  s,  on  aura  alors 


(16) 


dL  =  »[P**iï+Pxriy+P**-âl  +Pr*[to  +  l)y) 
fàfi       0/,\  (oj\       uj\\l 


expression  où  les  dérivées  de  /', ,  f2,  f$  doivent  être  remplacées 
par  leurs  valeurs  (i3). 

4.   —  Fonction   caractéristique. 

En  faisant  la  substitution  que  nous  venons  d'indiquer,  et  rem- 
plaçant de  plus  -  par  la  constante  u0,  nous  aurons 

dL  =  ui 


"7) 


Les  quantités  oçj.,-,  ...  sont  des  variations  relatives  à  un  chan- 
gement de  l'étal  <lu  corps,  auxquelles  on  peut  identifier  celles 
désignées  au  n°  12  par  <•/./•,  <ly,  ....  Par  suilc  l'équation  (6)  doit 
être  identifiée  à  l'équation  (17);  et  il  résulte  des  considérations 
du  n°  2  que  la  fonction  caractéristique  0  dépend  de  dix  variables, 
qui  soni  'i,,  or,  <pz,  ....  yz,  T,  ainsi  que  les  relations 


(.8) 


(  /'..  1 

i\ 

01 

01  s 

V      » 

dyx 

/'.<> 

dtyx 

+  P.r: 

"/,'■■■ 

j r;?' 

/ 

01 

01 

01  ' 

\  -* 

[Pxa 

tyy 

■+-  Pxy 

dtyy 

■+-PX2 

'7.V, 

)  ryiy 

\ 

01 

d\ 

01  \ 

(fol 

+  Pyz 

Wz 

■+■  Pzz 

1  Hz 

00 

=  *o(pxx 

01 

01 

l  A 

;)• 

■+■  pxy 

•^  r 

■+■  /'.< 

""  "/,. 

de 

'•  (/'<- 

01 

<>\ 

01 

)■ 

''-, 

*?3 

■    /'<  < 

W) 

/', 

1  àyj 

,m 

,1 

cte 

■Il 

01 

;)• 

à%z 

Pyx 

.'■l 

-"-/>: 

:d£3 
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De  ces  neuf  équations,  on  peul  tirer  les  valeurs  des  six  quan- 
tités/?^}/?.ryi  ••■■>  et  il  restera  trois  équations  de  condition  entre 

les  dérivées  de  0  et  les  neuf  variables  ^.,.  .  . .,  y. .  Tenanl  compte 
des  identités  telles  que 

ôi  o\  <)\  ,)\  o\  01 

?•'•   i       —  ?v  ;  -  +  'f-T~  =  A-  ¥*Ti l_c?rTi       h  'f=  ^T"  =  °'         elc*' 

»b,.        '•  oep^        '    '>oc  '     eh^g  a«j/y  ''o-  . 


on  aura  ai  semé  ni 


(19) 


01)  ,11)  ,>u 

,    c>o  de      ,   de 


.    de      ,    de      ,   do 
de  de         de 


=     O.; 


La  double  valeur  de  pxy  donne  lieu  à  l'équation  de  condition 

,    .      ,    de      ,    de      ,   de  de  de  de 

(20)  (Lr h  7V- ■    -4-  'l>-- Ox  — : OVT1 0:  —r-    =    O, 

v      '        r    dox  Ooy         '     0'jz         '     0*1.,-         ■■  o-ly         -~o>l- 

et  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  est  satisfaite  par  six  valeurs  parti- 
culières de  0,  ayant  pour  types 

et  aussi  bien  par 

'if,  ■+■  tyl  ■+-  x«  '    ?»  ?"  -+-  4*"  <W<  +  /."  /•■■ 

foj'me  permutable  qui  s'applique  alors  à  l'ensemble  des  trois 
équations  telles  que  (20).  La  forme  la  plus  générale  de  0  est  donc 
une  fonction  de  T  et  des  six  quantités 

icp  =  o;.  —  'Vf-  ■+■  */%, 
4/  =  <?}-+■  •i/y-t-y.T- 
v  =  o|  -f-  à'z  +  ■/-.. 

F  -V—  ç,.,.o--i-'L, .•!-.-       /,,/:• 

/         ?ar?J  "+■  'i  < 4 3     h  /.■<  X.1  : 

et  l'on  pourra  écrire 
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Pour  passer  ,du  premier  système   au  second,  on  aura  les  for- 
mules de  transformation  telles  que 


(a3) 


ci  inversement 

<M  i  S  o/Q      d\          àO  c*A           dO  d\  \ 

do  ■>  A     dox  dox        o<\,,.  &\x  "■"  dyx  dyxJ 

d<)  _  i  /  08     d\          à()  e/A     t     (ffl  db  \ 

(24)                   <  do'  —  Â  \ëtyy  ^  +  i%  c^  "^  dy  v  dy-J 

J  1  /  dO      cJA            ^6  r)A            tJ6  dA 

I         —  -  ( 1 -1-  —  

A  o*©-  doy         0'\z  d'iy         Oy z  dy y 


,)(\                         ni)                        à<l 

d<) 

dox          '  ''  do           ' ,  dy  ' 

+  '•  :  5$"'  ' 

d()                 od                  dti 

d() 

Ô0y     "       ^X  7ÏJ'     "''       '"'   ^    dty 

+ *'*;>' 

o<)            ,      ê%           ,     c/0 

1  <* 

— —   =  ibx iy-    , 

*3*F" 

Pour  représenter  géométriquement  la  déformation,  on  conçoit, 
dans  l'état  initial,  une  sphère  infinitésimale  qui  devient  un  ellip- 
soïde dans  l'état  actuel;  amplifiant  leurs  dimensions  à  une  échelle 
telle  que  le  rayon  de  la  sphère  soit  représenté  par  l'unité  de  lon- 
gueur, les  trois  rayons  M0A0,  M0B0,  M0C0  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées  deviennent  trois  demi-diamètres  conjugués  MA,  MB, 
MC  de  l'ellipsoïde,  les  points  A,  B,  G  ayant,  relativement  à  M,  des 
coordonnées 

A:?,,  'L,,  y.,.;       B  :  oy,  i}/r,  yv;       <!:--.  i^,  y:: 

de  sorte  que  les  six  variables  ©,  •!/,  . . .,  y'  dépendent  des  éléments 
du  tétraèdre  MABG 

«  =  Ma\        <!/  =  MB2,        y-MG!,        ?'=SÏB.MCcosBMl 

On  peut  tirer  de  là  tous  les  angles  du  trièdre,  et  l'on  trouve 

cosBM^  =  -  sin  imr,  -i  /  11  . 

•fi  '      ** 

nu 

o,       \y 
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ri  de  même,  pour  le  dièdre  d'arête  MA 


r"\  _  A  t  sin  MA         Ki 

sin  BMC 


sin  MA  =  Al/  t-L-,  Ai 


d'après  l'identité 

A2-  •-.■>/  ao'^'x' — r ?  "  4"1''2 — //""• 
Les  axes  de  symétrie  de  l'ellipsoïde  proviennent  de  trois  dia- 
mètres rectangulaires  de  la  sphère  initiale.  Soient  ç0,  y,,,,  Ç0  les 
coordonnées  du  sommet  de  l'un  de  ces  diamètres,  prises  rela- 
tivement à  M0;  ç,  r,,  Ç  les  valeurs  actuelles  de  ces  coordonnées 
relatives,  pour  le  sommet  correspondant  de  l'ellipsoïde;  \J<s  la 
longueur  du  demi-axe  correspondant;  on  aura 

/  :,,  ---  yc.u        ts  £„  =  crr(o, 
•!,'£..  —  !o'-/-.n—  -/",.  =  7';,,, 


y  ;o  —  'f  7,u—  7.Ç0 


et,  posant 

7. 
(a5  )  v    |x  =  >\/  -f-  cpx  +  ^  —  ?"     -  4"'â  —  /'."-• 

v  =  ci']/-/  -f-  -x'-J 'V ■/' —  çcp'2 —  ^'V" —  '/'/ '"' 

les  trois  valeurs  de  o-  résultent  de  l'équation 

a3  —  Xff2  -f-  ;j.t  — ■  v  =  o. 
On  a  encore  les  relations 

On  peut  aussi  donner  une  interprétation  géométrique  aux  dé- 
rivées de  la  fonction  caractéristique. 

Les  angles  que  fait  le  plan  BMC  avec  les  plans  coordonnés  ont 

pour  cosinus 

\     o\         1     t>A         f     <n 

^  5^'  7^  *£'  7J  <'/..<  ' 

et,  au  moyen  des  équations  (18),  on  trouve  que 

I  <:')  |  r)l)  |  d(\ 

-1      i/~     '■>"-  r  -,      .    '~      Oilr  11      .   '"         ''// 
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sont  les  composantes  de  la  pression  sur  le  plan  BMC;  désignant 
par  PH  la  force  qui  agit  ainsi  sur  le  parallélogramme  BMC,  on 
aura,  pour  ses  composantes, 

P    _  «   ,){L        p        '   °{)         P    _  '   *> 

et  si  c,  iv  représentent  les  parallélogrammes  CMA,  AMB,  on  a  de 
même 

on  M  oo 

tandis  qu'en  décomposant  les  pressions  normalement  aux  trois 
plans  obliques,  on  obtient  aisément 

?.A     0<)  A  >)h  1  etô  _ 

on  retrouve  ici  pUt>  =  /W,  ce  qui  existe  d'ailleurs  pour  un  svstème 
d'axes  quelconques. 

5.   —   Equatioms  d'équilibre. 

Quand  les  divers  points  d'un  corps  élastique  sont  soumis  à  des 
pressions,  dilatations  ou  températures  différentes,  les  quantités 
ç.,.,  cpr,  ..  .,  y-  varient  d'un  point  à  l'autre.  Toutefois,  si  le  corps 
reste  physiquement  homogène,  on  doit  regarder,  pour  tous  les 
points,  la  fonction  0  comme  invariable  de  forme.  Dans  ce  cas,  les 
équations  d'équilibre  peuvent  subir  une  transformation. 

En  général,  si  S  est  une  fonction  quelconque  de  x,  y,  2,  on 
l'exprimera,  au  moyen  des  relations  (12),  en  fonction  de  j,,,),,,  z0, 
pa»r  les  identités  telles  que 

dS  _  1  /  d\    dS         «A    OS         01    dS 

dx         A     ■  r,    <*./,,         Ov>y  ày0        0o:  Oz0J 

La  première  des  équations  (i5)  peut  alors  s'écrire 


A\ 


1    ''1    ''/' ,  ,  '>!    dp ,  ,  ''A    Op , 


''■'„       '  0  /  ,■     0.i-„  ) 

I  iii   ,//>,  ,.        n\  dpXy         01    dp 
W*  ^  °7.y 

''1    ■  /■ ,  ■'!  ''/'.,  )  Jl     àp  ,  - 

■'.  ■>:„      '     à 


-  il  - 


En  remplaçant  dans  le  premier  membre  A  par       cl  en  tenant 
compte  des  équations  (18),  on  obtienl 

uX=  —  (--     -H-       (■    -  M-t-t     -y-     -o„<  <■/-,,       II/*.,  v  +  K/v,). 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger, 


ox0  \0<0XJ 

-4- 

d     /  i)A  \           '>     /  '>A 
o»/-0  \à<fy/        dz0  \<*p- 

~~  àxQ  \dtyx) 

ô     /  <>\  \          à     1  0\ 

K  =  ^  (£) 

+ 

d    i  ô\  \        0    /  0\ 

Or 

,  en  substituant 

=  >b  -  y  r  —  >ii ,  y  - . 

etc. 


et  en  tenant  compte  des  équations  (10),  il  est  aisé  de  voir  que  G, 
H,  K  sont  identiquement  nuls;  de  sorte  que  les  équations  d'équi- 
libre intérieur  d'un  corps  élastique  homogène  seront  les  suivantes  : 


<i./\,  \  deoxJ        ày0  x  dfy/        dz^  \doz 
0     I  d%    ,  à     /  "h    .         à    I  d% 

(26)        {»Y=teAwJ  +  wAwr)  +  teAW: 

\    '  0~7„  \dlx)  +  dy0  Wy)  +  dz0  \o-/z)  ' 

Dans  ces  équations,  il  faudrait,  par  exemple,  remplacer  le  terme 
—     —     par  1  expression 

,;2()      OT        dH   ^F,  ')'20         >nv\  w-0         <Pl\ 


d(fx  o'Y  i).r„       dox    <J.rl  0ort)oy  <)./■„  or„  à<pxd<o-  o./\,iJ:-„ 

d»8       <VVj_  r)*6         d*Ft             d'-0  d'-Vs 

cdtyx    dxj  d<px dtyy  da?0  dy0  <io.r  0'lz  o.r„  dzt, 

d>Q       d*F3  d*Q        d*F3             t>26  <J2F3 

doa ■<>■/  ,■     O.rl  <K,,   ''/y  0.i\,  l||-(i  <rj,.')/z0.f0OZll 

le  premier  terme  étant  relatif  au  cas  d'une  température  \ariable. 
Si  le  corps  est  en  mouvement,  l'on  remplacerade  plus  uX,  u  ^  . 
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uZ  respectivement  par 

Rx,  Rv,  Rz  étant  les  composantes  de  la  résultante  des  forces  exté- 
rieures agissant  sur  l'unité  de  masse,  g  la  constante  de  la  pesanteur, 
et  t  le  temps. 

Il  faudrait  encore  introduire,  dans  les  équations  (26),  les  dérivées 

— ,   •  •  -,  au  lieu  de  - — ■>  •  •  •■>  3 — 

0®      O'b  OVx  °'/.z 

,  .    ,      d'Y      dT      c*T     t  ,  1  11  • ,  .1 

Les  quantités  -  —  ■>  -r — 5   — ■  dépendent  de  la  manière  dont  la 
n  û.r{)      <h-„      tlz»         l 

chaleur  est  distribuée  à  l'intérieur  du  corps.  D'ailleurs  l'équation 
(8)  devient,  pour  le  cas  présent. 

«Q  =  AT8(£) 

=  AT  (  0j;r  dT  •?*  +  »•  +  ôyTo-Y  0*»-«-  *T«  °T 

—  AT     ■ 00      -4- . .  . -t-  07    -4-    _    0  1 

V <fcp  dT   ¥      ■+-•••"♦"  &/>  0T  °X     +"  dT.» 

La  quantité  c/Q  comprend  ici  deux  parties  :  l'une  est  la  chaleur 
fournie  ou  soustraite  aux  divers  points  du  corps  par  des  causes 
extérieures;  l'autre  provient  des  phénomènes  de  conductibilité, 
par  lesquels  chaque  élément  du  corps  subit  une  action  thermique 
des  éléments  avoisinants.  Voici  deux  exemples  de  cas  où  l'on  peut 
faire  abstraction  de  la  conductibilité. 

Si  les  modifications  du  corps  sont  lentes  et  qu'il  possède  une 

température   uniforme   à  chaque  instant   en   tous  ses  points,  les 

,  ,   •    ,        <)T      dT      dT  ,.  .1  j  '         j      . 

dérivées  — *  -      >          sont  nulles,  et  les  termes  qui  en  dépendent 

,i.rn     dy0     dzj  ' 

sont  détruits  dans  les  équations  (26),  qui  se  réduisent  ainsi  à  un 
système  de  trois  équations  à  trois  inconnues  F,,  F2,  F3. 

Si,  au  contraire,  le  corps  subit  une  déformai  ion  très  rapide, 
pendant  un  temps  assez  court  pour  que  la  conductibilité  puisse 
être  négligeable,  el  que  d'ailleurs  cette  déformation  soii  adiaba- 
tique  en  tous  points,  on  aura  <VO       o,  el  par  suite 
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Si  donc  au  commencement,  de  la  déformation  -      vaut  A,  A  pouvant 
du  reste  varier  d'un  point  à  l'autre,  de  la  relation 

on  devra  tirer  la  valeur  de  T  pour  la  substituer  dans  les  équa- 
tions (26). 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU   1er  MARS   1893. 

PRÉSIDENCE   DE    M.    HUMBEHT. 

Communications  : 

M.  Caronnet  :  Sur  les  hélicoïdes  et  sur  un  quadrilatère  dont 
les  quatre  côtés  sont  fonctions  l'un  de  Vautre  et  engendrent 
des  congruences  de  normales. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  les  machines  à  calculer. 

M.  Carvallo  :  Sur  un  groupe  de  théorèmes  de  Géométrie  et 
de  Mécanique  représentés  par  la  règle  de  multiplication  des 
polynômes. 

M.  Demotjliiv  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
contenant  o.m  -f-  1  fonctions  arbitraires. 

L'écpiation  dont  il  s'agit  est  la  suivante 

d*s     _  ./"1  s)  dz  dz 


dx  dy        J\  .z  )    dx  dy 


/(^)(X1Y1       ...  +  XmYw), 


où  l'on  représente  par  f(z)  une  fonction  quelconque  de  l'in- 
connue z,  par  X(,  ....  \„,  des  fonctions  quelconques  de  x,  par 
\  , ,  . . .,  Ym  des  fonctions  quelconques  de  y. 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est  donnée  par  la  formule 

f^J)=J  X|'//'  /  *idy  +  -v-t-fXmdf  f^mdy      \       V. 

dans  laquelle  X  et  \    désignent  deux  fonctions  arbitraires  de  x  el 

de  y  respect  ivemenl . 
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SÉANCE   DU    13   MARS    1893. 

PRESIDENCE   DE   M.    HUMBERT. 

Communications  : 

M.  Humbert  :  Sur  les  courbes  de  genre  deux,  dont  une  inté- 
grale abélîenne  de  première  espèce  est  elliptique. 

M.  Demoulin  :  Sur  la  correspondance  par  orthogonalitê  des 
éléments. 

M.  Mangeot  adresse  une  Note  intitulée  :  De  quelques  propriétés 
des  cubiques  planes  et  gauches. 

M.  Raffy  présente  la  remarque  suivante  Sur  une  équation 
d'Euler  : 

Connaissant  une  solutions  de  l'équation 

on  en  obtient  une  autre  en  prenant 

s,  =  x-»ly-»1   f  xmym  (  —  dx  -f-  -■-  dy  ) . 

En  répétant  cette  transformation  on  trouvera  des  solutions  nou- 
velles dépendant  linéairement  d'autant  de  constantes  arbitraires 
que  l'on  voudra. 

MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


De  quelques  propriétés  des  cubiques  planes  et  gauches; 
par  M.  S.  Mangeot. 

Je  considère  une  cubique  plane,  et  soit  ABC  le  triangle  formé 
par  trois  droites  quelconques  parallèles  aux  trois  asymptotes  de 
la  courbe.  Si  l'on  prend  ce  triangle  comme  triangle  île  référence, 
l'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire  sous  la  forme 


xyz  -4-  o  =  o. 


a  étant  une  fonction  du  second  degré  où  figurent  les  trois  para- 
mètres <|ui  fixent  la  position  «lu  triangle  \I!C  par  rapport  au 
triangle  des  asymptotes.    Il  est  possible  de  disposer  de  ces  para- 


mètres  do  manière  à  faire  disparaître  trois  termes  de  la  fonction  ç». 
Parmi  les  formes  auxquelles  cette  opération  la  ramène,  j'indi- 
querai les  trois  suivantes  : 

lyz-+-  mzx ■+■  nxy,     /.?•'- 4-  m y"1  —  n  s2,     /./■"- 4-  my--±-  //, 

qui  peuvenl  être  obtenues,  respectivement,  de  3,  12  et  4  manières, 
et  dont  l'interprétation  conduil  aisément  à  ces  propositions  : 

Parmi,  tous  les  triangles  formés  par  des  parallèles  aux 
asymptotes  d'une  cubique,  ou,  plus  généralement,  par  trois 
droites  contenant  trois  points  de  la  courbe  donnés  en  ligne 
droite,  il  y  en  a  trois  qui  sont  inscrits  dans  la  cubique,  et 
douze  qui  ont  tous  leurs  côtés  divisés  harmoniquement par  la 
courbe. 

On  peut  inscrire  dans  la  cubique  quatre  parallélogrammes 
dont  les  diagonales  soient  parallèles  à  deux  asymptotes, 
choisies  à  volonté,  et,  plus  généralement,  quatre  quadrila- 
tères dont  les  diagonales  passent  par  deux  points  donnés  P,  Q 
dr  la  courbe  et  dont  les  côtés  opposés  se  coupent  en  deux  points 
situés  sur  la  droite  PQ. 

Je  me  bornerai  à  indiquer  les  calculs  qui  réduisent  la  fonc- 
tion (ù  à  la  première  des  trois  formes  écrites,  quand  on  part  de 
l'équation  de  la  courbe  rapportée  à  ses  asymptotes. 

Soient 

■^îji-i-f-  Aa?,+  B/j-t-  Cs,  =  o, 
a?i=X,  >-,  =  u.,        z,  =  v 

les  équations  de  la  cubique  et  des  droites  BC,  CA,  AB,  et  soil 

a  .r,  4-  by\  -+-  c  :-i  =  2  h 

la  relation  constante  qui  a  lieu  entre  les  variables  .r,,  yl:  zt.  Rap- 
portée au  triangle  ABC,  la  courbe  sera  définie  par  l'équation 

(x  ■+■  X)  (y  4-  <j. )  (z  4-  v)  -h  A(.r  4-  X)  4-  B  (y  4-  p.)  4-  C(z  4-  v )  =  0, 

qui,  sous  la  condition  identique 

(  |jlv  4-  A  \x       1  ■//.        B  \y       1  a;jl  4-  C)z  -h  X|xv  4-  A  a  4-  B|A  4-  Gv  =  o, 

prend  la  forme  voulue,  et  devient 

X         a        v 
(1)  h  —  4 (-1  =  0. 

X  )'  3 
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L'identité  posée  exige,  pour  être  satisfaite,  que  l'on  ait,  entre  les 
trois  paramètres  X,  u,  v  et  une  inconnue  auxiliaire  S  les  quatre 
relations 

;jtv  =  a  S  —  A,  v).  =  b  S  —  B,  À;j.  =  cS  —  G,  Àjjlv  =  AS 

L'équation  qui  détermine  S  est  dès  lors 

(«S  —  A)(éS  —  B)(cS  —  C)  =  A2SJ, 

,,  ,->  AS  h  S  AS. 

et  les  valeurs  de  À,  u,  v  sont  — ^ r,    .-5 =r>   — ^ ~-   Aux  trois 

'  aS  —  A     6S  —  B     cS  —  G 

valeurs  de  S  correspondent  trois  triangles  inscrits  dans  la  cu- 
bique. 

La  forme  de  l'équation  (1)  met  en  évidence  des  propriétés  de 
la  cubique  que  je  vais  faire  connaître.  Le  triangle  inscrit  ABC, 
auquel  la  courbe  est  ici  rapportée,  et  dont  les  côtés  BC,  CA,  AB 
sont  parallèles  aux  asymptotes  B,  Cf,  C(  A4,  A,  Bt,  est  inscrit  éga- 
lement clans  la  conique  qui  correspond  à  l'équation 

.'  z 

Les  deux  courbes  se  louchent  aux  trois  sommets  A,  B,  C.  Les  tan- 
gentes bc,  ca,  ab  en  ces  points  vont  passer  par  les  points/?,  </,  r 
où  la  cubique  coupe  ses  asymptotes,  et  leurs  six  autres  points 
d'intersection  avec  ces  asymptotes  sont  situés  deux  à  deux  sur 
trois  droites  parallèles  à  celles-ci  et  symétriques  de  celles-ci  par 
rapport  aux  droites  BC,  GA,  AB.  Les  trois  points  où  ces  mêmes 
tangentes  bc,  cay  <il>  rencontrent  les  droites  BC,  CA,  AB  appar- 
tiennent à  une  parallèle  à  la  droite  p<ji\  droite  dont  l'équation  est 

x        v       s 

1       o. 

A         \i.         v 

On  voit  encore  que  les  droites  Aa,  Bb,  Ce  passent  parles  som- 
mets A|,  B,,  Ci  du  triangle  des  asymptotes,  et  enfin  que  celles  de 
toutes  les  droites  précédemment  dénommées  qui  contiennent  les 
sommets  du  triangle  VBC  forment  trois  faisceaux  harmoniques 
autour  de  ces  points. 

I);ms  le  cas  où  le  triangle  formé  par  les  asymptotes  se  réduit  à 
un  point,  on  ;>  cette  propriété  : 

Quand  (es  trois  asymptotes  d  une  cubique  passent  par  un  même 


-  47  - 

point,  leurs  six  points  de  rencontre  avec  un  triangle  inscrit  dont 
les  côtés  leur  soient  parallèles,  et  leurs  six  points  d'intersection 
(autres  que  ceux  situés  sur  la  courbe)  avec  les  tangentes  aux  som- 
mets de  ce  triangle,  sont  respectivement  les  sommets  de  deux 
hexagones  homo  thé  tiques  l'un  de  l'autre  par  rapport  au  point  de 
concours  des  trois  asymptotes,  le  rapport  dhomothétie  étant 
égal  à  2. 

Les  résultats  énoncés  ci-dessus  sont  susceptibles  d'une  géné- 
ralisation que  met  en  évidence  la  projection  conique  de  la  cu- 
bique, et  l'on  peut  formuler  ce  théorème  : 

Trois  points  p,  q,  r  d'une  cubique  plane  étant  pris  en  ligne 
droite  d'une  manière  quelconque,  si,  parmi  les  douze  tan- 
gentes à  la  courbe  issues  de  ces  points,  on  en  prend  trois  quel- 
conques B|C,,  G|A,,  A,  B,  dont  les  points  de  contact  y.,  (3,  y 
soient  en  ligne  droite  (ce  qui  est  réalisable  de  seize  manières), 
les  neuf  autres  tangentes  peuvent  se  partager  en  trois  groupes 
de  trois  droites  formant  un  triangle  abc  qui  possède  les  pro- 
priétés suivantes,  en  désignant  par  A,  B,  C  les  points  de  con- 
tact de  ses  côtés  bc,  ca,  ab. 

Les  tangentes  bc.  ca,  ab  rencontrent  respectivement  les 
droites  BC,  CA,  AB  en  trois  points  situés  sur  une  même  droite, 
et  celle-ci  passe  au  point  de  concours  des  deux  droites  pqr  et 
aj3y.  Les  points  communs  aux  deux  triangles  abc,  A(  B,  d,  et 
autres  qm'  p,  q,  r,  étant  joints  deux  à  deux  convenablement, 
donnent  trois  droites  o,,  o2,  o:i  qui  contiennent  les  points  a, 
(3,  y.  Les  droites  Aa,  B6,  Ce  concourent  en  un  même  point,  en 
allant  passer  par  les  points  A, ,  B, ,  G, .  Joutes  les  droites  pré- 
cédemment désignées,  autres  que  pqr,  et  dont  le  nombre  est 
égala  16,  forment  six  faisceaux  harmoniques  autour  des  six 
points  A,  B,  G,  a,  (3,  y. 

Une  extension  de  ce  théorème  aux  cubiques  gauches,  déduite 
aussi  de  la  méthode  projective,  donne  lieu  à  cette   proposition  : 

Soient  a,  |j,  y  trois  points  quelconques  (Tune  cubique 
gauche;  S  un  point  quelconque  du  plan  afJy;  S\(B,C,  le 
trièdre,  de  sommet  S,  dont  les  faces  ont  dans  leurs  plans  les 
tangentes  à  la  courbe  aux  points  a,  (3,  y;  /?,  q,  r  les  trois  points. 


autres  que  a,  [},  y,  où  ces  (rois  plans  coupent  la  cubique.  Parmi 
/es  trièdres  que  forment  les  plans  tangents  menés  à  la  cubique 
par  les  droites  Sp,  Sq,  Sr,  il  y  en  a  trois,  tels  que  Sabc, 
satisfaisant  aux  conditions  suivantes,  en  appelant  A,  B,  C  les 
points  de  contact  des  plans  Sbc,  Sert,  Sab  : 

Les  plans  des  faces  du  trièdre  SABC  passent  par  les  points 
a,  [3,  y.  Les  arêtes  des  trois  trièdres  SABC,  SA,  B,  C, ,  S  abc  sont 
trois  par  trois  dans  un  même  plan,  et  ces  trois  plans  se  coupent 
suivant  une  même  droite.  Les  trois  droites  d' intersection  des 
deux  trièdres  SABC,  S  abc,  autres  que  SA,  SB,  SC,  sont  dans 
un  même  plan.  Les  deux  trièdres  SAt  B,  d ,  Sabc  ont  six  droites 
communes  {autres  que  Sp,  Sq,  S/)  qui  sont  deux  à  deux  dans 
trois  plans  passant  par  les  points  a,  [},  y.  Enfin,  tous  ceux  des 
plans  précédents,  qui  contiennent  l'une  ou  l'autre  des  droites 
Sa,  Sp,  Sy,  SA,  SB,  SC,  forment,  autour  de  ces  six  droite*, 
six  faisceaux  Iiarmon  iq  ues . 

A  ce  même  théorème  sur  les  cubiques  planes  correspond  égale- 
ment une  proposition  concernant  les  cônes  du  troisième  ordre. 
On  voit  facilement  la  modification  qu'il  faut  apporter  à  L'énoncé 
du  théorème  pour  obtenir  celle-ci;  les  points  et  les  droites  doivent 
être  remplacés  respectivement  par  des  droites  et  des  plans  qui 
contiennent  le  somme I  du  cAne;  les  points  et  les  tangentes  de  la 
cubique  deviennent  des  génératrices  et  des  plans  tangents  du 
cône. 

Je  terminerai  par  la  remarque  suivante,  à  laquelle  conduit  l'in- 
terprétation de  l'équation  (i)  dans  le  cas  général. 

Une  cubique,  plane  ou  gauche,  est  le  lieu  d'un  point  tel  que  les 
rapports  de  trois  constantes  aux  distances  de  ce  point  à  trois  plans 
fixes  parallèles  à  une  même  droite  (quelconque  d'ailleurs)  aient 
une  somme  égale  à  l'unité.  Les  trois  plans  fixes  sont  parallèles 
aux  trois  asymptotes  de  la  courbe  :  les  trois  constantes  sont  les 
distances  de  ces  asymptotes  aux  trois  plans.  Chacun  des  rapports 
est  précédé  iYuw  signe  :  dans  le  cas  des  figures  réelles,  c  est  le 
-, i - 1 1 c  -4-  ou  bien  le  signe  —  suivant  que  les  deux  distances  qui 
figurent  dans  le  rapport  sont  ou  ne  sont  pas  dirigées  dans  le  même 
sens. 


—  il» 


COMPTES    RENDUS    DES    SÉANCES. 


SEANCE   DU  S  AVRIL  1893. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    lii  UBERT. 

(  'ommunications  : 

M.  h.  Vndré  :  Sur  les  séquences  des  permutations  circulaires. 
M.  lîall'v  :  Sur  une  équation  fonctionnelle. 
M:  Humberl   :    Évaluation  de  certaines  aires  sphériques  et 
de  certaines  aires  découpées  sur  le  cylindre  de  révolution. 

M.  \  .  Schlegel  adresse  la  Communication  suivante  : 

Sur  le  théorème  de  M.  Union  de  la  Goupillière, 

relatif  au  centre  des  moyennes  distances. 

Ce  beau  théorème  (*),  curieux  également  par  la' généralité  de 
son  objet  et  la  simplicité  de  sa  forme,  se  démontre  d'une  manière 
assez  élégante,  sans  coordonnées  ni  lignes  auxiliaires,  à  l'aide  d'une 
méthode  que  j'ai  exposée  dans  mon  Ouvrage  System  der  Raum- 
lelire,  Leipzig,  1872  (t.  I,  p.  01).  Cette  méthode  est  au  fond  la 
même  que  j'ai  appliquée  (t.  X,  p.  220  de  ce  Bulletin)  à  un  théo- 
rème de  M.  Laisant,  cité  aussi  par  M.  de  la  Goupillière.  En  voici 
l'application. 

Soient  \,,  Aj.  .  .  .,  Àw  les  sommets  d'un  polygone  quelconque. 
Mors  le  centre  de  gravité  (M)  de  ces  points  est  déterminé  (selon 
\o  principes  de  M.  Grassmann)  par  la  formule 

M=Al  +  Aî  +  ,..+  ABi 
// 
Soil  en  outre 

1  2  1  V.C  =  An  .,-,.  \t     ,    1  ,. 

une  diagonale  joignanl  deux  de  ces  sommets  séparés  l'un  de  l'autre 
par  r  -     1  sommets,  el 

(3)  B  =  P, 


(  '  )  Voir  page   1  du  présent  Volume. 

XXI. 
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le  centre  de  gravité  des  sommets  d'un  polygone  quelconque  à  p 
sommets,  construit  sur  la  diagonale  A.C. 
Soit  enfin 


BAC  = 


BCA  =   ** 

2    'i. 


Alors  on  a  la  relation  (voir  System  der  Raumlehre,  loc.  cit.) 
(5) 


A^— 13 
G  —  A 


où  le  rapport  est  déterminé  non  seulement  par  les  longueurs,  niais 

encore  par  les  directions  des  deux  segments  A  —  B  el  C  —  A. 
En  posant  encore 


(6) 


=  P. 


on  déduit  de  la  formule  (5)  par  le  calcul  ordinaire  la  formule 
suivante 

(7)  B  =  aA  +  pC, 

ou,  en  ayant  égard  à  (2)  el  (3), 

Ps=  a.V1+„.-     p  \,     S+I)r. 

Substituons  successivement  à  5  les  valeurs  o.  1.  2,  .  .  . ,  en  rem- 
plaçanl  les  indices  <pii  surpassent  la  valeur  n  par  le  reste  de  leur 
di\  ision  par  n.  Or  les  polygones  construits  sur  les  diverses  diago- 
nales étant  tous  semblables  entre  eux,  il  en  est  de  même  des 
triangles  (1\1>;  donc  les  valeurs  de  />/,  />,  a.  |5»  sont  les  mêmes 
dans  tous  (-es  triangles.  Par  conséquent,  en  additionnant  toutes  les 
équations  déduites  de  1  8  1,  nous  aurons 

\    l'„  -+-  P,      ...    -  I'„    i=«(A,       Ai  .,       Ai.,,.h-...  +  A,„i_,.  ) 
)  <,  ^+r+A1+îr  +  ...  +  A,). 

Or  les  sommes  contenues  dans  les  deux  parenthèses  sont  iden- 
tiques; <■(  comme  *'u  outre,  d'après  (6),  on  ;i 

(10)  a  -4-  P  =  1 , 

on  trouve 

(il)  I\,       I  *i  -i— ...'    P/i    1         \.         V|    ,    •     W  +  '^+AfrH-r. 

Le  premier  membre  tir  cette  relation  représente  à  cause  de  la  for- 


-  :;i 

mule  (i)  le  centre  des  [»<» i u i s  P0,  I', multiplié  par  n,  savoir 

le  centre  <le  ions  les  np  sommets  des  polygones  construits  sur  les 
diagonales  du  polygone  donné.  De  même  le  second  membre 
représente  le  centre  des  sommets  de  ce  dernier  polvgone,  mul- 
tiplié par  /i;  et  l'équation  (i  i)  exprime  que  ces  centres  coïncidenl . 
Si  la  série  des  diagonales,  rentrant  sur  elle-même,  ne  rencontre 
l>;is  tous  les  sommets,  le  I  héorème  va  ni  également  pour  l'ensemble 
de  ces  séries  t'- 1  n  1 1  -^  ;  1 1 1 1  tons  les  sommets,  comme  pour  chacune  de 
ces  séries.  Enfin  on  peut  remplacer,  dans  les  équations  précé- 
dentes, tous  les  points  par  leurs  projections  normales  ou  obliques 
(parallèles  à  une  direction  quelconque)  laites  sur  une  droite  quel- 
conque, ou  par  les  dislances  mesurées  entre  chaque  point  et  sa 
projeel  ion. 

SÉANCE    DU    19   AVRIL    1893. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  DE  COMBEROUSSE. 

Élections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  île  la  Société  :  M.  L.  Gérard, 
présenté  par  MM.  Demoulin  et  RafFv;M.  de  la  Vallée  Poussin, 
présenté  par  MM.  Demoulin  et  d'Ocagne;  M.  le  lieutenant-colonel 
Touche,  présenté  par  MM.  Félix  Lucas  et  Humbert;  M.  Matin'-. 
présenté  par  MM.  Désiré  \.ndrée1    \ppell. 

(  'onimiinications  : 

M.  Carvallo  :  Théorie  du  pied  équilibriste  du  gyroscope  Ger- 
vat. 

Al.  Vutonne  :  Sur  la  limitation  du  degré  pour  les  intégrales 
algébriques  de  l'équation  du  premier  ordre. 

M.  Bioche  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  normalies  des  courbes. 

J'ai  déjà  fait  remarquer  que  les  développables  passant  par  une 
courbe  peuvent  être  considérées  comme  des  surfaces  réglées  ayant 
une  courbure  totale  nulle  tout  le  long  de  cette  courbe,  et  que, 
par  suite,  on  peu!  généraliser  certaines  propriétés  en  considérant 
des  surfaces  qui  ont  tout  le  long  <le  la  courbe  une  courbure  fonc- 


lion  de  l'arc,   les  développables  correspondanl   au  cas  où   cette 
fonction  serait  identiquement  nulle. 

Si  Ton  étudie,  à  ce  point  de  vue,  les  surfaces  engendrées  par 
des  normales  à  une  courbe  (surfaces  que  j'appellerai  normalies  i. 
on  obtient  les  résultats  suivants  : 

Théorème.  —  Si  deux  normalies  ont  même  courbure  tout  le 
long  de  leur  directrice ,  elles  se  coupent  sons  un  angle  constant 
(c'est  la  propriété  bien  connue  des  normalies  développables), 
ou  bien  elles  admettent  pour  bissectrices  des  normalies  déve- 
loppables. 

Théorème.  —  Si  deux  normalies  se  coupent  sous  un  angle 
constant,  elles  ont  mena'  courbure  tout  le  long  de  leur  direc- 
trice . 

En  particulier,  si  Vuneest  développable,  Vautre  l'est  aussi, 
comme  on  le  sait. 

Si  Ton  considère  les  normalies  engendrées  par  des  droites  fai- 
sant un  angle  constant  avec  la  normale  principale,  ces  normalies 
ont  toutes,  le  long  de  la  directrice,  même  courbure  que  la  surface 
des  normales  principales  et  que  celle  des  binormales.  On  sait  que 
la  valeur  absolue  de  la  courbure  esl  pour  ces  surfaces  le  carré  de 
la  torsion  de  la  directrice. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Sur  les  involutiotis  linéaires:  par  M.  M  v\  Gewty. 

I.  Nous  avons  donné,  l'année  dernière  (t.  \\  du  Bulletin^ 
p.  106),  quelques  théorèmes,  connus  pour  la  plu  pari,  sur  les  invo- 
lutions  linéaires  d'espèce  quelconque,  ei  nous  nous  sommes  sur- 
tout attaché  à  ne  faire  dépendre  ces  propriétés  géométriques  que 
d'un  seul  lemme  analytique,  le  principe  de  correspondance  de 
(  Ihasles. 

Nous  allons  donner  ici  un  théorème  qui  résout  dans  toute  sa 
généralité  le  problème  des  points  multiples  d'une  involution  b- 
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oéaire.  Ce  ihéorème  conduil  donc  aux  propositions  que  nous 
avons  données  précédemment,  <i  qui  n'en  sonl  que  «les  cas 
particuliers. 

!2.  S<»it  une  involution  linéaire  de  degré  n  el  d'espèce  /.',  que 
nous  représenterons,  d'après  la  notation  de  M.  Guccia,  par  in,  el 
soient  s  nombres  positifs  /.  ( ,  k2,  •  •  •■  /</.  •  •  •  ■<  ks  inégaux  deux  a 
deux,  satisfaisant  à  la  condition  unique 

%  ,. 

i  =  I 

Le  théorème  que  nous  allons  démontrer  consiste  en  ce  qu'il 
existe  un  nombre  Gni  de  groupes  de  l'involution  donnée  possédant 
s  points  multiples  d'ordres  respectifs  [A-/+,J|-^.  \a-  nombre  de  ces 
groupes  est  égal  à 

(  /',  -+-  i  i  i  /•.,   ;    i  i  ...  i  ks  -    [)  («        k)  (  n        /.  —  n  ...(/>  —  /•  —  .v  -r-  i  ), 


ou  encore  a 


II' 


.      (n-k)l 

1  ) j n 

{n  —  k  —  s)\ 


Nous  désignerons,  pour  abréger,  par  m*i»**»--*«  le  nombre  cher- 
ché. Remarquons  d'abord  que  le  théorème  a  déjà  été  démontré 
dans  les  cas  de  s  =  i ,  s  =  2,  s  =  k.  Ce  dernier  cas,  en  particulier, 
correspond  au  théorème  de  M.  Emile  Weyr. 

Ceci  posé,  tous  les  termes  de  l'involution  l*  ayant,  en  un  point 
donné  A,  un  point  multiple  (Tordre  ks,  appartiennent  à  une  invo- 
lution l^zll'-,  et  il  existe  «**'JL*;'""' **_1  groupes  de  cette  involution 
possédant  5 —  1  points  multiples  d'ordres  respectifs  [A7  +  'ij/ï^-1  • 
En  dehors  de  ces  points  multiples  et  du  point  A,  tous  ces  groupes 

de  1*  déterminent  donc  (rt  —  /«' —  S  H-  1)  U*lifc *J~'  points    \l   qui 

correspondent  au  point  \.  Il  faut  déterminer  le  nombre  des  coïn- 
cidences du  point  A  avec  un  des  points  M. 

Or,  le  point  \l  étant  donné,  les  groupes  de  l'involution  ln  con- 
tenant   ce   point   appartiennent    à    une    involution  l^'J.el  il  existe 

M*!lfs /'-   '  groupes  de  celle  involution   ayant   s  points   multiples 

d'ordres  respectivement  égaux  à  k\  \-  1,  k-2  [  1.  ....  ks_\  +  1, 
ks.   Nous  avons  donc,   d'après   le  principe  de  correspondance  de 


—  :ji  — 
Chasles 

«*••*' *•  =  (n  -k-s+  i)i#i£; *—  +  ^-  ■>'<-'. 

Par  des  raisonnements  analogues,  nous  obtiendrons  les  égalités 
suceessives 


'  n  —  i 


=  i  /*  —  k  — 


-)«• 

,.,*,_, 

^^  "«—2 
'      "«—3 

.,*,-2 
..,*,-3 

0"^*V 

..,*,_, 

.Nous  avons  donc,  par  l'addition  des  relations  précédentes, 

k*"*s *«  =  (/>,+  i)(/i  —  k  —  s  +  i)  k£i£ *-' . 

Nous  avons  ainsi  ramené  le  calcul  du  nombre  cberché  à  celui 
d'un  nombre  analogue,  mais  dont l'involution  correspondante  n'a 
plus  que  s  —  i  points  multiples  au  lieu  de  s.  Par  l'application  ré- 
pétée du  procédé  donné,  nous  obtiendrons  donc  bien  la  for- 
mule 

i  =  l 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  les  quantités  ki 
inégales  deux  à  deux.  Si  q  de  ces  quantités  devenaient  ('gales,  le 
nombre  précédent  devrait  être  divisé  par  q\ 

3.  Nous  voyons,  d'après  cela,  qu'une  involulion  linéaire  quel- 
conque If,  peut  présenter,  par  rapport  à  ses  points  multiples,  un 
grand  nombre  de  formes  différentes,  et  qu'il  existe  certaines  imo- 
lutions  possédant  depuis  un  point  multiple  jusqu  à  /.  points 
doubles.  Le  calcul  du  nombre  de  ces  formes  nous  ramène  à  une 
question  d'Arithmétique  qui  n'est  autre  que  la  [><irtiti<>ii  des 
nombres* 

\.  Pour  démontrer  l'utilité  du  théorème  précédent,  noua  allons 
en  donner  une  application  géométrique. 

Considérons  une  courbe  unicursale  Cn  «le  degré  //.  Les  sphères 
de  l'espace  déterminenl  sur  cette  courbe  une  involution  !.',„.  Noua 
pouvons  (I •  prendre,  conformémenl  au  théorème  précédent, 

s      ■>.        /.  i      /. . 


En  tenant  compte;  de  la  remarque  faite  à  la  suite  <  1 1 1  théorème, 
nous  en  déduirons 

"in  =  b  '"  —  t  )  (  '  /'        ')  i  =  9(  n  —  2)  (in  —  ')). 

En  particulier,  si  n  =  3,  le  nombre  précédenl  se  réduil  à  9.  Nous 
obtenons  donc  sans  «aïeul  ci  très  facilement  la  proposition  géo- 
métrique suivante  :  Toute  cubique  gauche  possède  9  couples  de 

cercles  oscillateurs  situés  sur  une  même  sphère. 


Théorie  du  pied  équilibriste  du  gyroscope  Gervat; 

par  M.  E.  (]\]\\  uxo. 

1.   Description  de  l'appareil.  —  Le  pied  équilibriste  A.BCDE 

(Jig-  1)  est  formé  d'un  (il  métallique  de  [mra,  5  de  diamètre  envi- 
ron, il  se  compose  à  peu  près  d'un  demi-cercle  vertical  AB<  ! 
muni,  au  bas,  d'un  appendice  BDE  qui  a  pour  but  de  le  faire  re- 

Fig.  .. 


poser,  sur  le  plan  horizontal,  par  la  partie  DE  qui  est  rectiligne 
et  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  ABC.  En  A  et  C,  le  lil  est 
doublement  recourbé  de  façon  à  former  deux  coussinets  qui 
reçoivent  les  extrémités  de  l'axe  de  la  toupie  gyroscopique. 
Dans  celle  position,  le  plan  moyen  du  tore  de  la  toupie  passe 
par  DE. 

Si  la  toupie  ne  tourne  pas,  l'équilibre  esl  instable,  le  tout  bas- 
cule autour  de  DE.  Mais  si  la  toupie  tourne  sur  elle-même  avec 
une  grande  vitesse  (environ  5o  tours  par  seconde),  le  système 
semble  être  en  équilibre  stable.  De  là  le  nom  de  pied  équilibriste 
donné  par  l'inventeur  à  ce  jouet.  En  réalité,  le  pied  exécute  au- 
tour de  la  position  apparente  d'équilibre  des  oscillations  manifes- 
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tées  par  un  son  qui,  dans  des  conditions  oormales,  n'esl  pas  éloi- 
gné de  L'octave  inférieure  du  la  des  diapasons. 

Tels  sonl  les  faits  que  nous  allons  expliquer  par  la  théorie,  en 
uéerliereant  les  frottements. 

"2.   Choix  des  données  et  des  inconnues.  — Je  compterai  loutes 
les  rotations  positivement  de  droite  à  gauche.  Les  données  sont 

(o0,  %itesse  de  rotation  initiale  de  la  toupie  autour  de  son  axe  Gy' ; 
80,  angle  initial  que  fait,  avec  la  verticale  O^,  la  perpendiculaire 

OG  abaissée,  du  centre  G  de  la  toupie,  sur  l'axe  DE; 
a,  longueur  de  cette  perpendiculaire  OG; 
\.  B,  G=  V.  moments  principaux  d'inertie  «le  la  toupie  relatifs, 


I)  à  l'axe  (  ii.  A  «'t  (  ',  à  deux  droites  (  i  ./•'.  (  i  g'  perpendiculaires 
à  G/; 

I'.   poids  de  la  toupie 

Devant  ce  poids,  je  négligerai  celui  de  la  monture  et  du  pied, 
ce  qui  simplifiera  les  écritures  sans  dénaturer  les  résultats. 
Les  inconnues  sont  : 

to,  vitesse  de  rotation  de  la  toupie  relalivemenl  à  sa  monture; 

n=    .  i  vitesse  de  rotation  du  pied  équilibriste  autour  de  ED; 

/•.  \  itesse  de  roi  ai  ion  du  pied  autour  de  la  verticale  O  :  : 
e,  vitesse  vecteur  du  point  <  )  sur  le  plan  horizontal. 

3.   Mise  en  équations  du  problème.  —  Les  forces  extérieures 
se  réduisent   au  poids  I'  appliqué  en  G.  Pour  déterminer  les  in 
connues,  nous  appliquerons  les  principes  suivants  : 


i"  Théorème  des  quantités  de  mouvement  projetées  sur  le  plan 
horizontal  ; 

2°  Équation  d'Euler,  pour  l'axe  Gy'de  la  toupier; 

.')"  Théorème  du  moment  «les  quantités  de  mouvement  par  rap- 
port à  la  verticale  du  point  I  i  ; 

4°  Théorème  des  forces  vives. 

I.  Le  premier  principe  nous  apprend  que  la  projection  hori- 
zon laie  du  point  G  est  fixe,  ce  qui  détermine  la  vitesse  v  du  point  () 
en  fonction  des  autres  inconnues.  Mais  l'expérience  (et,  comme  on 
va  le  voir,  le  calcul)  montre  que  0  ne  s'écarte  jamais  sensiblement 
de  0„.  Il  en  résulte  que  le  point  O  restera  sensiblement  fixe.  Nous 
laisserons  de  côté  ce  mouvement  qui  est  le  plus  fortement  troublé 
par  le>  frottements  négligés. 

II.  La  rotation  de  la  toupie  autour  de  son  axe  <  «  y'  se  com- 
pose de  deux  parties  :  sa  rotation  relative  co,puis  la  rotation  de  la 
monture  dont  la  composante  suivant  (\y!  est  -h  r  sinQ. 

D'autre  part,  les  moments  d'inertie  \  et  C  sont  égaux  et,  de 
plus,  le  moment  de  la  force  P,  par  rapport  à  Gy',  est  nul.  L'équa- 
tion d'Euler,  pour  l'axe  Gr',  est  donc 

1»  —  C  tsi  -f-  r  sij^O  )  =  o. 

Cette  équation  s'intègre  et  donne 
Ci  )  w  -+-  r  sin8  =  w0. 

III.  Le  moment  de  la  force  V  par  rapporta  la  verticale  étant 
constamment  nul,  le  moment  des  quantités  de  mouvement  est 
constant.  Or  les  rotations  sont  //,  r  et  w,  et  leurs  composantes 
suivant  les  axes  principaux  d'inertie  du  point  G  sont 

n,        p  =  a>  -t-  r  sinô,         q  =  rcosft. 

Les  moments  principaux   d'inertie  sont   donc,   en   remplaçanl 

u  -f-  /•  sinO  par  sa  valeur  to0, 

Y//.     I>w„,     C/'cosÔ. 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  la  verticale  du  point  G  sera, 
en  remplaçanl  1 1  par  son  égal   \. 

i! f.),,  sîn 'i       \  /■  cos28. 
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En  exprimant  que  ce  moment  est  constant,  il  vienl 

Bw0(sinO. —  sinO„  )  -+-  Ar  cos88  =  o, 
d'où  l'on  lire 

Bu)0(sin6  —  sin8(j  ) 


(2)  r  =  - 


Acos26 


I\  .   L'accroissement  de  force  vive,    depuis  létal  initial,  est 

égal  au  travail  de  la  pesanteur,  savoir  *. 

Pa(cos00  —  cosO  ). 
Celte  force  vive  se  compose  de  celle  du  point  G,  qui  est  (') 

p 

—  a"-n-  sin26, 

2  g 

et  de  celle  des  trois  rotations 

n,         p  =  t»0,         7  =  /'cosO. 
La  force  vive  de  la  rotation  résultante  est 

-  [A  «a—  Bw;2-t-  Cr*cos*8]. 

L'accroissement  de  la  force  vive  totale,  (lej)ius  L'état  initial,  est 

donc 

i  /P 


a-  n-  sin*-  0  —  A  n1  -+-  C  /■-  cn-'-l 
2 

et  le  théorème  des  forces  vives  donne,  en  remplaçant  C  par  90n 
égal  A, 


(      a2  sin*8-t-  A.)  n--,-  A/*»cos!8  =  aPa(cos80  —  cosO 


Si,  dans  cette  équation,  je  remplace  r  par  sa  valeur  (2  >,  j  ob- 
tiens, pour  déterminer  n,  la  formule 


!(cos80— cos8)—    .   '"}.  (sin8  — sinBo)1 
\  cos*8 

\   1       ii-  sin*8 


/aPai 


Les  formules  (1),  <  a  :>.  <  3  1  résolvent  le  problème. 


(')  La  projection  horizontale  <ln   centre  de  gravité  él fixe,  la  viles 

"lini  .<  -.1  1  om posante  \  erl  icale 
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i.  Conséquences  >/<■  la  formule  i  3  |.  -  -  Elle  montre  que  0  ne 
peul  jamais  différer  de  0„  que  d'une  quantité  très  petite;  car,  si  1  on 
attribue  à  (j  une  valeur  notablement  différente  de  80>  le  second 
terme  du  numérateur  <\r\  ienl  prépondérant  à  cause  de  la  grandeur 

du  coeliicient  — r    'qui,  pour  la  vitesse  normale  de  do  tours  par 

seconde,  vaut  environ  tooo  fois  le  coefficient  ■>.]'(/.  Il  en  résulte- 
rail  pour  n  une  valeur  imaginaire,  ce  qui  esl  inadmissible.  On 
peut  alors  se  rendre  coin  pie  du  mouvement  ainsi  :  au  début,  n  el 

/•étant  nuls,  la  pesanteur  tend  à  augmentera;  n  =    .    prend  donc 

des  valeurs  positives  jusqu'à  ce  que  8  atteigne  la  valeur  B,  quî  an- 
nule le  radical.  Alors  9  ne  peut  plus  augmenter.  Il  diminuera,  n 
prendra  des  valeurs  négatives  jusqu'à  ce  que  H  reprenne  la  valeur 
Q„,  et  ainsi  de  suite.  La  toupie  oscillera  donc  entre  l'azimut  initial 
Ô0  et  un  azimut  très  voisin  9|  =  Q0  +  s, . 

5.  Intégration  approchée  des  équations  (a)  el  (3).  Ces  pré- 
visions conduisent  à  chercher  des  formules  approchées  en  prenant 
pour  inconnue  (  ' ) 

e  =  e-e0, 

d'où  Ton  tire 

e  =  e0  •+-  e, 

cosOy — cosO    =  s  8in00  -+- .  .  ., 
sinO    —  sin90  =  scos0o -+-.  •  •■ 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (3),  on  peut  mettre 
celle-ci  sous  la  forme 


«=±pi/«(ssine„  +  ...)— sa 


dans  laquelle  on  a  posé 


cos2G 


B  o)n  i  F  a  A 


lA( 


a  =    .. 


A  H a-  sm20 


<.elle  formule  inel  en  évidence  (|ue  la  valeur  tK  de  s,  (jui  annule 
le  radical,  est  <\\\  menu,'  ordre  de  petitesse  queasin80j  et,  d'après 


(')  J'emprunte   cette   transformation    au  Cours   de    M     Resal   à    l'École   P0I3 
Lechniquci 
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ce  que  nous  avons  dit,  a  est  environ  75^.  Si  l'on  borne  à  leurs 
premiers  termes  les  développements  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  s,  il  \ient 

j 

E1  =  asin60,  n  =  -r  =±  p  /s^t  —  s). 

Cette  formule  s'intègre  facilement  si  l'on  remarque  que,  0  variant 
peu,  fi  peut  être  regardé  comme  constant.  En  déterminant  la 
constante  d'intégration  de  façon  que  s  soit  nul  à  l'origine,  on  ob- 
tient 

s=  -  -  -  cos3/  =  Sl  sin2  zl. 
2  'z  -i. 

D'après  cela,  0  oscille  d'un  mouvement  pendulaire  entre  0„  el 

90  -f-  î(.  Sa  valeur  moyenne  est  f)0  4-  -• 

Voyons  ce  que  devient  la  rotation /autour  de  <  >c.  Vvec  la  même 
approximation,  la  formule  (2)  donne 

_       Bto0 

Acos60  "  "  Y  ' 
où  l'on  a  posé 

Bft)n 


1  V.cos60 


En  remplaçant  /•  par  -j  et  intégrant,  on  trouve 


Ce  mouvement  angulaire  se  compose  d'un   terme  uniforme  el 
d'un  terme  périodique.  La  vitesse  du  mouvement  uniforme  est 

yS|  Bu>o       Po  \  sin  0,,  Va 

T  :     ~  ÀcosOo       l!-o4—        "  B~^  lan"  "' 

Dans  les  conditions  normales  dont  j'ai   parlé,  -, —   a  environ 

pour  valeur  o.  1 .  Quand  le  pied  équilibriste  est  placé  presque  \ er- 
tical,  le  second  facteur  tang90  aussi  est  petit,  de  sorte  que  la  \  il  om' 

de  rotation  '  '  est  faible.  Si,  par  exemple,  80  esl  de  1".  cette  rota- 
tion '  sera  de  o°,i  par  seconde.  Elle  sera  inappréciable.  Elle  de- 
vient sensible  pour  îles  valeurs  plus  petites  de  <•>,,  ei  des  valeurs 
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plus  grandes  de  80.  Quanl  au   terme  périodique  de  •!>.  il  a  même 
période  que  s.  La  phase  est  seulemenl  changée  de  {. 

L'amplitude  esl  sensiblement  la  même,  parce  que  y  est  presque 
égal  à  p. 

6.  Conclusions.  —  En  résumé,  le  mouvement  apparenl  csi 
une  rotation  autour  de  la  verticale.  Cette  rotation,  insensible  quand 
le  pied  est  presque  vertical,  est  accompagnée  de  deux  vibrations, 
l'une  autour  de  la  verticale,  l'autre  autour  de  I  )E.  (  le  sont  ces  vi- 
brations qui,  par  le  jeu  des  forces  centrifuges  composées,  main- 
tiennent l'équilibre  apparent. 

On  peut  le  vérifier  expérimentalement  en  plaçant  DE  clans  la 
rainure  d'un  parquet.  La  variation  de  l'angle  '1/  étant  alors  rendue 
impossible,  le  système  bascule  autour  de  DE. 


Sur  les  groupes  de  do  lois;  par  M.  Joseph  Perott. 

Je  n'ai  nullement  l'intention  de  donner  une  théorie  complète  de 
ces  groupes  qui  ont  fait  l'objet  de  nombreux  travaux  :  je  me  pro- 
pose seulement  de  montrer  comment  il  est  possible  d'engendrer 
chacun  des  trois  groupes  de  Galois  au  moyen  de  trois  opérations 
appartenant  à  l'exposant  deux  ou  réciproques,  comme  les  appelle 
Listing.  Pour  cela,  j'aurai  besoin  de  deux  lemmes  que  je  vais  éta- 
blir tout  d'abord. 

Lemme  I.  —  Deux  opérations  réciproques  commutatiçes  non 

identiques,  faisant  partie  d'un  groupe  associatif  quelconque, 
engendrent  un  sous-groupe  d'ordre  quatre. 

En  effet,  soient  a  et  b  les  deux  opérations  en  question;  toute 
opération  exécutée  à  l'aide  de  a  et  b  revient,  en  vertu  de  leurcom- 
mutativité,  à  une  puissance  de  a  combinée  avec  une  puissance  de 
h.  Or,  en  réduisant  les  exposants  de  ces  puissances  à  leur  moindre 
valeur  positive  (  mod  2),  on  n'obtient  que  quatre  expressions  dis- 
tinctes : 

if1  //' .       a1  li1.      n-  b]  ,       11'  h- . 

Comme  ces  quai  re  expressions  donnenl  des  résultats  différents, 
—  au  (renient  les  opérations  a  el  6  seraient  identiques  -,  le  lemme 
esl  démontré. 
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Ajoutons  que,  dans  ce  cas,  ab  appartient  à  l'exposant  deux.  In- 
versement, si  a  et  b  sont  deux  opérations  réciproques  faisant  par- 
tie d'un  groupe  associatif  et  que  ab  appartienne  à  l'exposant  deux, 
les  opérations  a  et  b  sont  commutatives.  En  effet,  l'opération  ba, 
qui  est  l'inverse  de  ab,  est  alors  égale  à  ab. 

Lemme  II.  — ■  Deux  opérations  réciproques  non  commutatives 
a  et  b,  faisant  partie  d'un  groupe  associatif  quelconque,  en* 
gendre nt  un  sous-groupe  dont  l'ordre  est  le  double  de  l'expo- 
sant toujours  supérieur  et  deux  auquel  ab  appartient. 

En  effet,  soit  /  l'exposant  auquel  ab  appartient;  on  aura 

b  =  a(ab),         ba  —  (ab)1  -'. 

Les  opérations  a  et  b  étant  réciproques,  il  est  inutile  de  les  em- 
ployer autrement  qu'alternativement  et,  par  suite,  toute  opération 
exécutée  au  moyen  d'un  nombre  pair  d'opérations  a  et.  b  revien- 
dra à  une  puissance  de  ab,  puisque  ba,  comme  on  vient  de  le 
voir,  est  une  puissance  de  ab.  Une  opération  exécutée  au  moyen 
d'un  nombre  impair  d'opérations  a  et  b  revient,  soit  à 


soit  a 


a(ba)"  —  a(ab  )<"    ", 

b(ab  f  —a{ab  i1'^'. 

Cela  étant  ainsi,  si  Ton  réduit  l'es  exposants  de  <il>  à  leur 
moindre  valeur  positive  (  mod  /),  toute  opération  exécutée  au 
moyen  de  a  et  de  b  reviendra  soit  à  un  terme  de  la  suite 

ab,     (ab)*,     (ab)\     ....     (ab)*, 

soil  à  un  terme  de  la  suite 

a(ab),     a(ab)*,     a(ab)3 <t\(tJ>)'. 

L'opération  ab  appartenant  à  l'exposant  /,  chaque  suite  n'aura 
que  des  termes  différents  entre  eux.  Disons  plus  :  aucun  terme  de 
la  seconde  suite  ne  peut  être  égal  à  un  terme  delà  première. 

En  effet,  dans  ce  cas,   on  aurait 

a{  ni)  )"  =  i  ab)", 


et,  par  suite,   ^oit 
soit 


a  —  (  al)  )''    ", 

,/       i  ab  >''   "  ■  ' 
suivant  que  v  esl  plus  grand  ou  plus  petit  que  //. 
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De  sorte  que  tanl  a  que  b  se  réduiraienl  à  des  puissances  de  <il>, 
ce  qui  entraînerail  la  commutativité 

ah         ha, 

contrairement  à  la  supposition  que  les  opérations  a  et  b  ne  sont 
pas  commutatives.  L'ordre  du  sous-groupe  engendré  par  a  el  l> 
est  donc  bien  ■>.  t . 

I.  —  Le  groupe  de  Galois  a  60  éléments. 

Pour  ce  groupe,  le  plus  simple  des  trois,  nous  allons  nous  ser- 
vir de  considérations  géométriques. 

On  sait  que  c'est  Hamilton  (')  qui  a  eu  le  premier  l'idée  d'ap- 
pliquer l'icosaèdre  (ou  le  dodécaèdre)  à  l'étude  du  groupe  qui  nous 
occupe  en  ce  moment. 

Cela  étant  ainsi,  chaque  côté  de  direction  donnée  de  \a/ig.  97 
dans  Lucas  représente  un  élément  du  groupe  de  Galois  à  60  élé- 
ments, et  il  y  a  lieu  de  considérer  les  opérations  suivantes  (2) 
(nous  supprimons  celles  qui  sont  inutiles)  : 

i°  L'opération  1  qui  renverse  (ou  retourne  bout  pour  bout)  une 
ligne  de  la  figure. 

■>."  L'opération  À  qui  change  une  ligne  considérée  comme  un 
côté  d'un  pentagone  en  le  côté  suivant,  en  marchant  toujours  à 
main  droite. 

3°  L'opération  10  qui  change  une  arête  du  dodécaèdre  pentago- 
nal  en  Yaréte  opposée  de  ce  solide. 

Hamilton  montre  que  les  opérations  )„  et  1,  de  périodes  5  et 
2  respectivement,  suffisent  à  elles  seules  pour  engendrer  le 
groupe. 

J'introduis  encore  une  opération  y  qui  consiste  à  changer  une 
arête  du  dodécaèdre  en  V arête  opposée,  à  changer  de  direction  et 
à  faire  un  pas  à  droite  comme  pour  l'opération  X,  le  tout  considéré 
comme  une  seule  et  unique  "Opération.  L'opération  y  sera  réci- 


(  '  )  Mémorandum  respecting  a  new  System  of  Boots  0/  Unity  (  Philosophi- 
cal  Magazine,  p.  l\\C->;  i8i6),  trad.  dans  Lucas,  Récréations  mathématiques, 
vol.  II,  p.  32f>,  où  l'on  trouvera  aussi,  à  la  page  suivante,  la  traduction  d'un  autre 
extrait  d'ilamilton  sur  le  même  sujet. 

(')  Lue.vs,  Ouvrage  cite,  page23-. 
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proque  et,  comme  on  aura 

X  =  oi  :/  . 

il  est  clair  que  les  trois  opérations  réciproques   '..  y  el  (•>  suffiront 
pour  engendrer  le  groupe  de  Galois  à  elles  seules. 

II.  —  Le   groupe   m:  Galois   .y    i (><S   éléments. 

Ce  groupe  peut  être  défini  à  l'aide  des  permutations  des  quan- 
ti tés 

x  .     o,     i,     2,     3.     $,     5,     6 


qu'on  obtient  en  leur  faisant  subir  toutes  les  transformations  qui 

(  inocl  7  ). 


changenl  to  en 


aoj  -+-  p 


où  y..  (3,  Y,  o  sont  des  nombres  entiers  pris  suivant  le  module  n  el 
-alisfaisant  à  la  congruence 

7.0  —  '.j-;         I  i  m ni.l  ~  i. 

Cela  étant  ainsi,  je  considère  trois  opérations  réciproques  du 

groupe 

tu  —  4  4 (,)  —  i  6 

lu      6  -       4  w  -+-  3  u)  ' 

Soi i    //   l'ordre  du  sous-groupe  engendré  par  les  opérations  », 

y  el  (L.  (  )n  aura 

Xt-|^-Î         («-71, 

expression  qui  appartient   à  l'exposant    i  et,   par  conséquent,  !<•> 

opérations  y   el  <J<,   à  elles  seules,  engendreroul   un  sous-groupe 

•  I  ordre  |S  en  \  erl  u  du  lemme  1 1 . 

(  iomme  de  plus 

i  . 

9  i  i  iiidiI  -  i 

-'■        6io-f-6 

apparl  ienl  à  I  exposant  i  rois  el 

--/■L         Ul         I  i  llluil  - 1 

appartienl  à  l'exposanl  sept,  il  faul  bien  que  le  nombre  n  soil  un 
multiple  de  8,  de  3  el  (\c  -.  Or,  comme  ce  même  nombre  n  doil 
être  un  diviseur  de  1 68,  <>n  aura  n       168,  ce  qui  veul  dire  que  les 
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opérations  <p,  y  el  -l  engendreront  à  elles  seules   le   groupe   <l<- 

( i;ilois  à  1 68  éléments. 

III.   —   Le  groupe  de  Galois   \  660  éléments. 

Ce  groupe  se  définit  d'une  manière  analogue,  sauf  que  le  nombre 
11  prend  la  place  du  nombre  7.  Il  y  a  lieu,  par  conséquent,  de 
considérer  toutes  les  transformations  qui  changenl  tu  en 

aw 

5  1  iikmI  1  1), 

Yi«)  -t-  0 

où  a,  [3,  Y,  0  sont  des  nombres  entiers  pris  suivant  le  module  1  1  et 
satisfaisant  à  la  congruence 

ao  —  [j-;  ;     1  (  mod  1  i  ). 

Cela  étant  ainsi,  je  considère  les  opérations  réciproques 

Q(l>  ■+■  7 

0  =  7 (  mod  u), 

5  b  +  8  , 

y  = ■  (mod  11. 

4 
<L  =  -  |  mod  111. 

1  8  ta 

On  s'assure  immédiatement  que 

- 
'-/   —  ^ — — ô  (mod  1  1) 

3u>  -t-  3 

appartient  à  l'exposant  cinq;  que 

5w-i-8 

O'I     - 

11        610  -1-  1 

appartient  à  l'exposant  six;  et  enfin  que 

'Y/'l  =  w  -+-i         (mod  1 1) 

appartient  à  l'exposant  onze. 

L'ordre  du  sous-groupe  engendré  par  tp,  y  et  •},  devant  être  en 
même  temps  un  multiple  de  cinq,  douze  et  onze  el  un  diviseur  de 
660,  sera  égal  au  nombre  660  lui-même,  ce  qui  prouve  la  propo- 
sition que  nous  avons  en  vue. 
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COMPTES    RENDUS   DES    SÉANCES. 


SÉANCE    DU   3   MAI    1893. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    HUMBERT. 

Communications  : 

M.  Touche  :    Transformation  des  équations  générales  du 

mouvement  des  fluides. 

M.  Tcliebicheff:  Représentation  approchée  de  (a  —  x)~*  pen- 
des fonctions  entières. 

M.  Raflfy  :  Sur  certaines  équations  différentielles  du  premier 
ordre  <fui  s'intègrent  par  différentiation. 

M.  d'Oçàgme,  en  présentant  la  nouvelle  édition,  revue  et  cor- 
rigée, de  VIndex  du  Répertoire  bibliographique  des  Sciences 
mathématiques,  informe  ses  collègues  que  la  Société  mathéma- 
tique d'Amsterdam  vient  de  commencer  la  publication  (Vun  nou- 
veau recueil  qui,  sous  le  titre  de  Revue  semestrielle  des  publica- 
tions mathématiques,  donne  l'inventaire  de  tous  les  travaux 
mathématiques  publiés  dans  le  semestre  écoulé,  avec  la  classifica- 
tion admise  pour  le  Répertoire,  et,  après  le  litre  de  chaque 
Mémoire,  un  résumé  succinct  rédigé  en  français,  sauf  pour  les 
recueils  anglais  et  allemands,  qui  sont  analysés  dans  leur  langue. 


SÉANCE  DU   13  MAI    1893. 

PRÉSIDENCE  DE  AI.   HUMBERT. 

Communications  : 

M.  Laisanl  :  Expression  des  coefficients  du  binôme  par  des 

déterminants. 

M.   Ii;ill\   :  Sur  une  classe  d'ét/ua/ituis  différentielles  du  pre- 
mier ordre  dont  I  in  le  g  raie  s'obtient  en  remplaçant  la  dérivée 

par  une  constante. 

M.    Humberl    :    *ur  la  réduction  des   intégrales   l\yjierellij>- 

tiques  aux  intégrales  elliptiques. 
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M.  Félix  Lucas  fail  La  Communication  suivante  : 

Sur  la  nature  des  grandeurs  magnétiques  et  électriques. 

Les  théories  <le  l'électricité  el  <lu  magnétisme  reposent  sur 
quatre  formules  élémentaires  qui  sonl  : 

La  formule  de  Coulomb,  pour  L'action  mutuelle  de  deux  masses 
électriques  s  et  s', 

La  formule  de  Coulomb,  pour  l'action  mutuelle  <le  deux  masses 
magnétiques  a  et  [/.', 

au.' 

?  =  /i ■  -v-  ; 

La  formule  d'Ampère,  pour  l'action  mutuelle  de  deux  éléments 
de  courant  ids  et  i'  ds\ 

ii'  du  r/ s'  (                 3  \ 

©  =  a —      cos  s cos  0  cos  0     : 


La  formule  de  Laplaee,  pour  l'action  mutuelle  d'une  masse  ma- 
gnétique \j.  et  d'un  élément  de  courant  ids, 

.   il  ids  si  n  9 

©  =    A  J r • 


/- 


Les  constantes  //,  /.-,  a  et  ),  sont  des  paramètres  d'homogénéité. 
Désignons  par  L,  M,  T  les  unités  fondamentales  de  longueur,  de 
masse  et  de  temps,  par  F  =  LMT-2  l'unité  symbolique  de  force, 
et  par  a  et  s  les  unités  de  masse  magnétique  et  de  masse  élec- 
trique considérées  comme  deux  nouvelles  unités  fondamentales. 
Nous  aurons,  en  remarquant  que,  d'après  la  définition  même  de 
l'intensité  d'un  courant,  celte  intensité  doit  admettre  l'unité  dé- 
rivée eT-', 

i  h  =  FL*a-*,  k=  FL2£-2, 

(i)  ■ 

I   a  =  FT2£-2,  X  =  FLTe-»j*-1. 

En  éliminant  F  entre  ces  quatre  formules  d'homogénéité,  on 
trouve 

(  2  )  -y-  e-«  =  h  *-«  =  a  *-»  L*  T-2  =  lîfr-*  L2  T-2. 

Les  deux  dernières  égalités,  envisagées  séparément,  donnent 

(3)  A  =  aL»T-a        et        X*  =  aAr. 
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Dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus  au  i  y  avril  dernier, 
M.  Mercadier  a  obtenu  ces  deux  formules  en  supposant,  comme 
on  le  fait  généralement,  que  lésinasses  magnétique  et  électrique 

S        ± 

jx  et  v  admettent  toutes  deux  l'unité  symbolique  L2  M2  T"1;  on  voit, 
par  ce  qui  précède,  que  ces  deux  formules  existent  indépendam- 
ment de  toute  hypothèse  sur  la  nature  de  u.  et  de  v.  C'est  en 
regardant  h  et  /»\  coefficients  concrets  des  formules  de  Coulomb, 

comme  des  coefficients  purement  numériques,  que  les  électriciens 

3.    1 
ont  été  conduits  à  attribuer  à  a  et  à  v  l'unité  symbolique  L~M2T_I  ; 

si  l'on  raisonnait  de  même  sur  la  formule  de  l'attraction  newlo- 
nienne  des  masses  matérielles,  on  serait  conduit  à  attribuer  à  la 
masse  matérielle  l'unité  symbolique  L3T-2,  résultat  évidemment 
inadmissible.  En  réalité  rien  n'autorise,  dans  l'état  actuel  de  la 
science  électrique  et  magnétique,  à  attribuer  à  [j.  et  à  v  des  imités 
symboliques  fonctions  de  L,  M,  T.  L'expérience  conduit  seulement, 
en  électromagnétisme,  à  regarder  comme  bomogènes  entre  elles 
la  puissance  magnétique  d'un  feuillet  qui,  par  définition,  admet 
l'unité  dérivée  L-1  m  et  l'intensité  d'un  courant  dont  l'unité  dé- 
rivée est  T_,£.  On  peut,  par  conséquent,  établir  entre  la  masse 
magnétique  [x  et  la  masse  électrique  z  la  corrélation 

(4)  L-V  =  T-i6, 

qui  assimile  la  masse  magnétique  au  produit  dune  masse  élec- 
trique par  une  vitesse,  soit,  pour  ainsi  dire,  à  une  quantité  de 
mouvement  électrique.  Les  formules  (2)  se  réduisent  alors  à 

(5)  AL-*T*=  A  =  a  =  X. 

Une  grandeur  électrique  ou  magnétique  quelconque  admet  alors 
une  unité  symbolique  exprimable  soit  au  moyen  de  u.,  soit  au 
moyen  de  s,  conjointement  avec  L,  M,  T ;  de  là  les  deux  notations 

L«MPTY(L-ifji)8    el     L<*MPTY|  T  '  e)8, 

iloni  le  rapport 

<^i  purement  numérique.  Si  l'on  remplaçait  u.  par  L  M  T-1,  on 
obtiendrait  la  notation  dite  électromagnétique;  de  même  si  I  on 
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remplaçait  e  par  L"Maï~',  on  obtiendrait  la  notation  dite  électro- 
statique; dans  ces  comlii ions  le  rapport  (6)  cesserait  d'être  abs- 
trait et  deviendrai!  une  puissance  de  vitesse  (LT-1)-8.  Tel  esl  le 
motif  pour  lequel  le  rapport  i\c>  unités  symboliques  électromagné- 
tique el  électrostatique  d'une  même  grandeur  esl  toujours  une 
puissance  de  la  vitesse  LT_I. 

Ces  considérations  montrent  qu'il  faul  actuellement,  pour  éta- 
blir rationnellement  les  théories  électriques  et  magnétiques,  ad- 
joindre aux  unités  fondamentales  L,  M,  T  de  la  Mécanique  une 
quatrième  unité  fondamentale,  soit,  par  exemple  et  de  préférence, 
l'unité  I  d'intensité  de  courant  ou  de  puissance  magnétique.  Si  l'on 
remarque  d'ailleurs  (pie,  dans  les  théories  dont  il  s '^it,  la  masse 
matérielle  M  n'est  jamais  mise  directement  en  cause,  tandis  qu'il 
en  est  tout  autrement  de  Vênergie,  dont  L'unité  symbolique 
est  LriMT-2,  on  pressent  qu'il  serait  avantageux  de  substituer 
l'unité  d'énergie  8  a  l'unité  de  masse.  Toutes  les  grandeurs  ma- 
gnétiques et  électriques  ont  des  unités  symboliques  faciles  à  ex- 
primer au  moyen  de  L,  T,  I,  (d  considérées  comme  unités  fonda- 
mentales. Ce  système  rationnel  conduit  aux  notations  suivantes  : 

Masse  magnétique  ou  quantité  de  magnétisme LI 

Masse  électrique  ou  quantité  d'électricité Tl 

Force  magnétique,  intensité  de  champ  magnétique  ....  L-'2!-'  6 

Force  électrique,  intensité  de  champ  électrique L_1T-1I_,B 

Potentiel  magnétique,  force  magnétomotrice L_1I_18 

Potentiel  électrique,  force  électromotrice T-1 1-'  (-) 

Flux  de  force  ou  d'induction  magnétique .  .  I    '  H 

Flux  de  force  électrique LT— *  1~'  8 

Moment  magnétique L2I 

Intensité  d'aimantation L-1 1 

(  lapacité  électrique T- 120-' 

Puissance  magnétique,  intensité  de  courant I 

Coefficients  d'induction  mutuelle  et  de  self-induction.  I_20 

Kéluctance  ou  résistance  magnétique L~ ! 

Résistance  électrique I    '  l   -  <-> 
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SÉANCE   DU   7   JUIN    1893. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    HUMBERT. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  le  râle  du  complexe  linéaire  en  Statique  et 
en  Cinématique. 

M.  d'Ocagne  :  Etude  de  la  convergence  et  de  la  sommation 
d'une  classe  particulière  de  séries. 

M.  A.  Ghailan  :  Sur  le  mouvement  d'un  système  à  liaisons 
complètes. 

SÉANCE    DU   21    JUIN    1893. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    HUMBERT-    . 

Communications  : 

M.  Sélivanoff  :  Sur  l'équation  du  cinquième  degré. 
M.  Painlevé  :  Sur  le  problème  de  Dirichlet. 
M.  Kobb  :  Sur  un  point  de  la  théorie  des  fonctions  algé- 
briques de  deux  variables. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  une  déformation  de  la  sphère. 

M.  Raffy  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  classe  nouvelle  de  surfaces  isothermiques  et  sur  les 
suif  aces  déformables  sans  altération  des  courbures  prin- 
cipales. 

Ossian  Bonnet,  dans  V .Addition  jointe  à  son  Mémoire  sur 
la  théorie  des  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée 
(Journal  de  l'École  Polytechnique,  WAV  Cahier),  s'esl  proposé 
de  trouver  toutes  les  surfaces  déformables  sans  altération  des  cour- 
bures principales.  L'ensemble  des  surfaces  qui  admet tenl  une  in- 
finité de  déformations  pareilles  se  compose  :  i"  de  certains  cônes; 
■'."  de  lotîtes  les  surfaces  à  courbure  niii\eniie  Constante;  3°  d'une 
classe  étendue  de  Surfaces  dont   l'élément    linéaire  dépend  de  deux 

fonctions  arbitraires;  4°  de  certaines  surfaces  applicables  sur  des 
surfaces  'le  révolution. 
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Voici  comment  sont  définies  les  surfaces  de  la  troisième  classe. 
Désignant  par  \  el  ^  deux  fonctions arbil raires,  rime  de  #,  l'autre 
de  y,  après  avoir  posé  u-t-iv  x,  u  —  tp  =  y;  el  représentant 
paru  le  double  de  l'angle  que  fait  l'une  des  lignes  de  courbure 
avec  la  courbe  u     =const.,  l'illustre  géomètre  trouve 

X'Y'dxdv  iV       ///.v'\ 

(X-t-Y)'  (X  +  /«VV 

puis,  ayant,  fait   ressortir  la   généralité  de  ces  surfaces,  il   passe  à 
celles  tic  Ja  quatrième  classe. 

A  raison  du  petit  nombre  des  surfaces  isothermiques  connues 
jusqu'à  ce  jour,  il  y  a  lieu  de  signaler  comme  telles  les  surfaces 
d'Ossian  Bonnet.  Pour  nous  assurer  du  fait,  rappelons  que  les  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  ont  respectivement  pour  équations 
différent!  elles 


du 

0) 

du 

td 



=  tans  — > 

. —  _ 

-  col 

d\> 

°  2 

dv 

2 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

dx  -+-  e~'Mdy  =  o,       dx  —  e~i(ù  dy  =  o. 
L'exponentielle  étant  remplacée  par  son  expression,  il  vient 

y/X'      ,  y/ Y'      .  y/T  s/Y'      , 

-dx  -+-  r; dy  =  o,  y y dy  =  o. 


X  -+-  m  Y  —  ni  X  -+-  ni 


Si  l'on  désigne  par  a  el  [j  les  paramètres  des  lignes   de  cour- 
bure* et  qu'on  fasse 

v/X7  /Y"'     .         . 

=7 «.r  -H  =? dy  =  dx, 

X  -+-  m  Y  —  m    ^ 

/X7     ^  V/Y7 


rfr  —  — t/j/  =  «r/fi. 


X  -+-  m  Y  — 

on  trouvera  immédiatement 

da?—d'&=  — ^— 4 cfodV. 

'         (\-hm)(x  —  ni) 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  constante  ni,  le  produit  dxdy  est  pro- 
portionnel à  da2 —  d1^»-,  ce  qui  montre  que  les  sur/aces  considé- 
rées ont  leurs  lignes  de  courbure  isothermes  et  conservent  cette 
propriété  dans  toutes  les  déformations  qui  n'  u  Itèrent  pus  leurs 
courbures  principales . 


Relativement  aux  surfaces  4"  qu'  complètent  la  solution  de  son 
problème,  Ossian  Bonnet  les  signale  bien  comme  étant  appli- 
cables sur  des  surfaces  de  révolution  et  dit  implicitement  (loc. 
/■if.,  p.  85)  que  leurs  courbures  principales  sont  fonctions  l'une  de 
l'autre,  mais  il  n'insiste  pas  sur  ces  deux  propriétés  remarquables 
et  ne  se  préoccupe  pas  de  savoir  s'il  a  trouvé  toutes  les  surfaces 
douées  de  l'une  et  de  l'autre.  D'une  Note  que  j'ai  publiée  sur  ce 
sujet  dans  ce  Recueil  (t.  XIX,  p.  i  5 8 )  il  résulte  que,  si  l'on  fait 
abstraction  des  hélicoïdes  et  des  surfaces  à  courbure  totale  con- 
stante, toutes  les  surfaces  applicables  sur  une  surface  de  révolu- 
tion et  dont  les  courbures  principales  sont  fonctions  V une  de 
l'autre  admettent  une  infinité  de  déformations  qui  n 'altèrent 
pas  leurs  courbures  principales. 

Vu  cours  de  recherches  encore  inédites  sur  les  surfaces  iso- 
thermiques  dont  les  courbures  principales  sont  liées  par  une  re- 
lation, M.  Garonnet  a  trouvé  des  surfaces  applicables  sur  des  sur- 
faces de  révolution  et  il  a  démontré  que  toute  suif  ace  applicable 
sur  une  su  /face  de  révolution  et  dont  les  courbures  principales 
sont  fonctions  l'une  de  l'autre  est  une  surface  isothermique. 

Il  suit  de  là  et  de  l'énoncé  précédent  que  les  surfaces  de  la  qua- 
trième classe  d'Ossian  Bonnet  sont  toutes  isothermiques.  Nous 
venons  de  voir  qu'il  en  est  ainsi  des  surfaces  de  la  troisième  classe, 
et  l'on  sait  que  tel  est  aussi  le  cas  des  cônes  et  des  surfaces  à 
courbure  moyenne  constante.  On  peut  donc  énoncer  ce  théorème, 
vrai  sans  aucune  restriction  :  Toute  surface,  quiadmet  une  série 
de  déformations  n'altérant  pas  ses  combines  principales,  est 
n  ne  surface  isothermique  et  conserve  cette  propriété  dans  toutes 
ces  déformations. 


MEMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Transformation  des  équations  générales  du  mouvement 
des  fluides;  par  M.   Toi  < ni ■'. 

Si  nous  considérons  un  élément  ds  de  trajectoire  Quide  el  >i 
nous  h-  projetons  sur  trois  axes  rectangulaires,  nous  obtenons  les 
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trois  équations  bien  connues  du  mouvement  des  fluides 

l   dp  du  du  du  du 

—  \  —  — r-  —  il  -ï-  —  v  — ,-  —  vo 


p  (/.i-  di  dx  dy  dz 

i   dp        „        dv            dv  dv  dv 

(i)  \ r-  =  » = a  -= v  -,-  —  w -r- } 

>    p   d>-  <■//  '/'■  rfp  <-/- 

i    dp         „        <:/(P  c/ir  eftv  (hv 

~   —  L -. u  —, v  -1—  —  ii'  -  ,    • 

p  dz  (Il  ,/.c  dy  dz 

Appelons  i1,  la  vitesse  suivant  la  trajectoire  et  a,  a\  a"  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente  à  la  trajectoire.  Dans  les  équations  (i) 
remplaçons  u ,  p,  w  et  leurs  dérivées  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  y,,  a,  a',  a"  et  de  leurs  dérivées;  multiplions  les  termes  de  la 
première  équation  par  a,  ceux  de  la  deuxième  par  a',  ceux  de  la 
troisième  par  a"  et  ajoutons  membre  à  membre. 

L'équation  que  Ion  obtient  ainsi  a  pour  premier  membre 

i  /  dp  dx        dp  dy        dp  dz  \         i   d/) 


p  \dx  ds        dy   ds        dz  ds  ]        p    ds 

Au  second  membre  figure  la  résultante  U  des  forces  extérieures 

suivant  la  trajectoire. 

Les  termes  qui  contiennent  les  dérivées  prises  par  rapport  au 

/  i    •           ,         dv, 
temps  se  réduisent  a -r-- 

Il  reste  encore  au  second  membre  dix-huit  termes  dont  neuf, 
qui  contiennentles  dérivées  des  cosinus  directeurs,  ont  une  somme 

nulle;  l'ensemble  des  neuf  autres  se  réduit  à  — v,  — ^«  On  arrive 
«  as 

ainsi  à  l'équation 

i    dp        Ir        dv,  cA'i 

-  -j-  =  U j—  —  e,  — —  • 

p   ds  dl  ds 

Pour  obtenir  la  deuxième  équation,  nous  considérons  comme 
précédemment,  à  un  instant  donné,  un  élément  ds  de  trajectoire 
fluide  et  nous  projetons  toujours  cet  élément  sur  les  trois  axes 
rectangulaires,  mais  nous  considérons,  en  ce  même  instant,  un 
élément  de  la  normale  principale  à  la  trajectoire,  de  longueur  ds1 
égale  à  ds,  et  nous  projetons  ds'  sur  les  trois  axes.  Nous  consi- 
dérons ainsi  deux  petits  parallélépipèdes  rectangles  différents, 
ayant  un  sommet  commun  A,  les  deux  diagonales  ds  et  ds1  égales, 
le  premier  de  ces  parallélépipèdes  ayanl  pour  arêtes  dx,  dy .  dz  et 
le  second  dx',  dy\  dz' . 
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Niiii^  considérons  d'abord  le  premier  qui  nous  donne  les  équa- 
tions connues  du  mouvement  des  fluides.  Désignant  ensuite  par  6, 

b',  b"  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  à  la  trajectoire, 
remplaçons  dans  les  équations  du  mouvement  «,  ç,  w  et  leurs 
dérivées  par  rapport  à  .r,  r,  z,  t,  par  leurs  valeurs  en  fonction  de 
r1;  <t.  a',  a"  et  de  leurs  dérivées 5  multiplions  les  termes  de  la 
première  équation  par  b,  ceux  de  la  deuxième  par  b' .  ceux  de  la 
troisième  par  b"  et  ajoutons  membre  à  membre. 
L'équation  ainsi  obtenue  a  pour  premier  membre 

1  (dp   d.v'        dp   dv'        dp  dz'\  _   i    dp 
p  \dx  ds'        dy   cla         dz  ds'  ;        p  ds' 

Au  second  membre  figure  la  résultante  L'  des  forces  extérieures 
suivant  la  normale  principale  à  la  trajectoire. 

Les  termes  en  ~  ont  une  somme  nulle  Pour  calculer  les  termes 
dt 

en  r, ,  considérons  l'élément  de  trajectoire  <h  qui  passe  au  bout 
du  temps  dt  par  le  point  A,  ainsi  que  l'élément  de  trajectoire  ds 
qui  passe  par  le  même  point  A  au  commencement  du  temps  dt. 
Projetons  dz  sur  le  plan  oscillateur  de  la  trajectoire  considérée 
au  commencement  du  temps  dt,  appelons  <r/a,  l'angle  de  cette  pro- 
jection avec  L'élément  ds  et  de/.-,  l'angle  de  l'élément  d?  avec  sa 
projection  sur  le  plan  osculateur.  Désignons  enfin  par  c,  c',  c"  les 
cosinus  directeurs  de  la  binormale  à  la  trajectoire.  La  considéra- 
tion de  triangles  sphériques  nous  donne 

/  da         ,  ,       d%\         ,        dy.* 

-  Atl  777  =b*v*-dt+bcf'i-dJ' 

,,     da'        ,,„      dy.\        .,        dat 
\  -bv*dï  =b-v>-d7~-hc^-dï' 

da"        ...      rfa,         .„   „      d'u 
\"    h^-dt=hi^-dt+hCV'-dlt 

ce  qui  réduit  l'ensemble  des  termes  en  c,  à  r(  — 7-  • 

Il  reste  encore  au  second  membre  dix-huit  termes  donl  oeui 
contiennent  v\  en  faeteur.  Pour  les  calculer,  portons  à  partir  <lu 
poinl  \  une  longueur  ds  sur  la  trajectoire;  la  tangente  à  la  trajec- 
toire qui  part  «le  L'extrémité  de  cet  are  fait  ;>\<'<'  la  tangente  à  le 
trajectoire  en  \  un  angle  infiniment  petit  dy..  et  la  Trigonométrie 


—  7:;  — 
sphérique  doane 

du  ihj. 

,,   ,  da!       .,     ,  (lv. 

-bvî-cû  =  bi{,ïdï' 
en  sorte  que   les  termes  en  ç>-  onl  pour  somme  v\-r'  ^es  neuf 
termes  qui  restent  ont  une  somme  nulle;  il  vient  ainsi 

i   dp        TT,  (loi,  ,  dy.  t 

Pour  obtenir  la  troisième  équation,  nous  considérons  comme 
précédemment,  à  un  instant  donné,  un  élément  ds  de  trajectoire 
fluide  et  nous  projetons  toujours  cet  élément  sur  les  trois  axes; 
mais  nous  considérons  en  ce  même  instant  un  élément  de  la 
binormalc  à  la  trajectoire,  de  longueur  ds"  égale  à  dsel  nous  pro- 
jetons ds"  sur  les  mêmes  axes  rectangulaires.  Nous  considérons 
ainsi  deux  petits  parallélépipèdes  rectangles  différents,  ayant  un 
sommet  commun  A,  les  deux  diagonales  ds  et  ds"  égales,  le 
premier  de  ces  parallélépipèdes  ayant  pour  arêtes  dx*  dy.  dz  el 
le  second  dx" ,  dy",  dz". 

Le  premier  parallélépipède  donne  les  équations  du  mouvement 
des  fluides.  Remplaçons  encore  m,  c,  w  et  leurs  dérivées  en  fonc- 
tion de  e,,  a,  a',  a"  et  de  leurs  dérivées;  multiplions  les  termes 
de  la  première  équation  parc,  ceux  de  la  deuxième  parc',  ceux  de 
la  troisième  par  c"  et  ajoutons  membre  à  membre. 

La  considération  du  second  parallélépipède  montre  que  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  ainsi  obtenue  équivaut  à  — —•  Au 
*  l  p  as 

second  membre    ûffure   la    résultante   U"  des  forces   extérieures 
suivant  la  binormale  à  la  trajectoire.  Les  termes  qui  contiennent 

les  dérivées  prises  par  rapport  au   temps    se  réduisent    a   v{—t-- 

Les  dix-huit  autres   termes  ont  une  somme  nulle;  d'où  résulte 

l'équation 

I    dp        T  „  d-u 

p  as  d! 

qui  complète  la  transformation  que  nous  avions  en  vue. 


Tli 


S///'  un  point  de  la  théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux 
variables;  par  M.  G.  Kobb. 

Dans  mon  Mémoire  Sur  la  théorie  des  fonctions  algébriques 
de  deux  variables  (')  j'ai  démontré  que  le  domaine  d'un  point 
quelconque  (a,  b,  c)  d'une  surface  algébrique 

f(r,y,z)  =  o 

.peut  être  représenté  par  un  certain  nombre  de  développements  de 
la  forme 

x  —  a .  —  Pi  («,  r),         y  —  b  =  P-2(u,v),         z  —  c  =  P3(u,  v). 

Les  variables  auxiliaires  u  et  c  peuvent  être  choisies  d'une  infinité 
de  manières,  mais  on  a  le  théorème  suivant  :  Soient 

x  —  a  —  Pi(m, v),         y  —  b  =  P2(»,  v),  z  —  c  =  P3(u,v), 

x —  a  —  P',(k\  p'),       y  —  b  =  P'2(k', v'),       z  —  c=P'3(u',v') 

deux  représentations  de  la  même  partie  du  domaine  du 
point  (a,  b,  c)  telles  qu'à  un  système  de  valeurs  de  x,  y,  z 
ne  corresponde  qu'un  seul  système  de  valeurs  des  variables 
auxiliaires;  les  deux  séries 

P,(k,p),        P;-(a>')        (i  =  i,a,3) 

commencent  toujours  par  des  termes  du  même  ordre. 

Pour  abréger  l'écriture,  supposons  que  le  point  en  question 
soit  l'origine  :  on  aura 

|   X  —  P,.  »,  V  )  =  (U,  P)X,-H  I  "■  t')>.14-i-t--  •  •  , 
I  y  =  IV  //.  v)  =  |  n,  v  IX, -4-  |  »,  eJXrM -+-•••» 
I   z  =  \\i  u,  v)  =  (  »,  V  (X, -4-  (»,  f)Xr*-l-+--  •  • 
et  an  —  i 

(  ./■  -    P',|  »'.  v')  -  i  »'.  r'  »>■,  -*-("'»  Oxw-i -*-•••, 
P  .  «',  i        «  //'.  u')X'»-H  »'.  «•' )x-.+i -?-..-. 

'     Z  P'a|  //'.  i'l  =  |  »'.  r'  (X;  H    |  //'.  p')Xi+H 
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Nous  allons  démontrer  qu'on  a 

A',  =  Ai,  A,  =  A2,  A.,  =  A3. 

Considérons  les  deux  équations 

x  =  !>,(//,  v),         y  =  P2(",  O 
el  faisons  la  substitution 

(3)  u  =  (ai-H  Pit>i)«i,         t>  =  (a2-+-  p2i>,)//,, 

nous  aurons 

-,   \,  ,  fo    ^(«i,aî)X,    ,    0    0(i.i,  a2)x,~| 

1  (  oat  Oy.2 

'  =  ^^1,^^+  [P,  dgi        -+P,  ^Jp 

Posons 

!(«i,  a2)>.,  =  c,,         (ai,  a2)x,  =  c2; 
i     [      d(a,,  a2)).,             cUa,,  a2))„  ] 
x^  r  —szt  ' +  ?2    ^2    J  = c- 
i     Trj    (Ki,,  a2)),,            t)Ca,,  a2)),2"| 
=ï ?l  i r-  p2  — ; =  C,. 

On  trouve  en  extrayant  les  racines 


(5) 


(Ô1-- 


(l4-c'jP,  +  ...)- 


Si  les  deux  polynômes  homogènes  («,  p))it  et  (//,  t>))o  ne  sont  pas 
identiquement  égaux,  on  peut  toujours  supposer 


Des  formules  (5)  on  déduit  facilement 

(^[(SP-J-M-'.)*-*-0*-'-"" 
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Ensuite  le  système 

i 

(&[&*-<'. 

=  Ciii  -t-(c',  — 

ius  donne 

'"  =  P'i(ol)'' 


t>,  =  PSJ 


Cl 


S)*[(*P-4 


et,  enfin,  par  (3)  et  (î), 


(6) 


s=P  ) 


*■  (s)ê[(ir-]i- 


Il  est  impossible  que  les  indices  de  racines  )M  et  ),2  se  réduisent, 
parce  que  la  formule  doit  nous  donner  exactement  )>,  X2  valeurs 
de  z,  d'après  l'hypothèse  faite  sur  la  représentation  du  domaine 
du  point  en  question. 

Traitons  maintenant  de  la  môme  manière  les  équations  (a)  et 
posons 


(7) 


»'  =  («i  -+•  P  i  "i  )  »i  »         v'  =  («s  "*-  P'î  "i  )  «1 


Si   les  deux   polynômes  homogènes  (//',  r').,    cl  (u\  r'V,  ne  sont 

Aj  Aj 

pas  identiquement  égaux,  nous  pouvons  toujours  déduire  un  dé- 
veloppement 


(8)  *  =  P' 

où,  en  outre,  on  a 


■ta)4-  (*ffô)**"]i 
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ou  bien 


(g'na'*>>.',   _  («i,«î)X, 
l«n«ik        (ai>««)X, 


La  relation  (())  ayant  lieu,  il  existe  certainement  dans  les 
domaines  de  convergence  des  séries  (0)  et  (8)  une  partie  com- 
mune. Mais,  pour  celte  partie  du  domaine,  les  deux  séries  doivent 
être  identiques,  d'où  résulte,  en  donnant  d'abord  à  y  une  valeur 
arbitraire  y 0, 

À,  =  Aj, 

car  alors  les  deux  séries  ((j)  et  (8)  représentent  la  même  branche 

de  la  courbe 

J'(x,y0,z)  =  o. 

Delà  même  manière,  on  prouvera  l'égalité  X'2  =  Xs. 
Supposons  maintenant  que  le  cas  d'excepliuu 

("'»  t,')),'1  —("''V'h't 
se  présente  et  soit,  par  conséquent, 

X'  =  x;  =  x'. 


Nous  aurons 


x  =  (  u',  v  y,:  -h  (  u',  p')X'+i  +. .  • , 

y  =  («',  Ov -+-(«'>  «Oxm-iH- — 


Mais  alors  considérons  le  système 

x  =  (u',  p')X'  -+■  (k'i  p')X'+i  ■+■••• 

d'où  nous  déduisons  par  (2) 


(/.         M, 


(IO) 


avec 


—m 


x" 

1 

(  x — jrN 

H 

c'lé 

) 

^        C2       J 

1 

m  !  ;jLt  =  X',  nik[J-ic  =  X'  H-  /i, 


/»,  el  />?/,  élanl  des  nombres  entiers.  Ici,  au  contraire,  une  réduc- 
tion des  indices  V  et  À' -h  k  est  nécessaire  pour  que  la  formule 
(10)  ne  nous  donne  pas  trop  de  valeurs  de  r. 
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Nous  allons  voir  que  les  deux  séries  (6)  et  (10)  ne  peuvent  pas 
être  identiques. 

En  effet,  s'il  en  est  ainsi,  nous  aurons  d'abord 

À  ,  ).  2  =  fi  !  a/,  : 

mais,  en  même  temps,  en  donnant  à  y  la  valeur  r0,  nous  aurons 

*i  =  :-m  !->•/.  • 
et  ensuite,  en  fixant  la  valeur  de  x, 

d'où  résulte 

À2  =  ix,,  =  I  . 

D'autre  part,  d'après  l'hypothèse  faite  sur  la  représentation  par 
les  séries  (2), 

ou  bien 

Pi  =  X'-, 

ce  qui  est  impossible,  sauf  pour  X'  =  i.  Ainsi,  les  deux  séries  (6) 
et  (10)  ne  peuvent  pas  être  identiques.  Par  conséquent,  si  le  cas 
d'exception  se  présente  pour  les  séries  (2),  il  doit  se  présenter 
aussi  pour  les  séries  (1).  Mais  alors,  comme  on  a,  à  la  fois, 

AiAj  =  AjAj,  A 1  =:  À  j  —  A ,  A  j   =  A  g   =  A  , 

il  en  résulte  bien 

À  =  A  '. 

Ainsi  nous  avons  démontré,  dans  tous  les  cas,  les  égalités 

x,  =  x'0      x,  =  x;. 

Nous  démontrerions  exactement  de  la  même  manière  l'égalité 

X,  =  V,. 
Le  théorème  énondé  esl  donc  complètemenl  établi. 
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COMPTES    RENDUS    DES   SÉANCES. 


SÉANCE    DU   5   JUILLET   1893. 

PRÉSIDENCE  DE  M.    HUMBERT. 

Elections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  M.  Charlial, 
présenté  par  MM.  Chailan  et  D.  André;  M.  Painlevé,  présenté 
par  MM.  d'Ocagne  et  Humbert;  M.  Michel,  présenté  par 
MM.  d'Ocagne  et  Picquet;  M.  Adam,  présenté  par  MM.  Antomari 
et  Caronnet. 

Communications  : 

M.    d'Ocagne   :    Sur  les  équations  représentables  par  trois 
systèmes  réguliers  de  points  isoplèthes. 
M.  Caronnet  :  Sur  les  hèlicoïdes. 
M.  Humbert  :  Involutions  sur  les  courbes  algébriques. 

M.   Chailan  (')  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  le  mouvement  d'un  système  à  liaisons  complètes. 

Théorème.  —  Lorsqu'un  système  à  liaisons  complètes  admet 
une  position  d'équilibre  instable,  s'il  y  a  une  fonction  des 
forces,  le  système  ne  peut  se  fixer  dans  cette  position  au  bout 
d' un  temps  fini. 

Considérons  la  trajectoire  d'un  point  quelconque  du  système; 
la  position  de  ce  point  sur  sa  trajectoire  est  définie  par  l'arc  par- 
couru s.  Les  coordonnées  de  tous  les  points  du  système  sont  des 
fonctions  connues  de  s,  puisque  le  système  est  à  liaisons  com- 
plètes; la  fonction  des  forces  peut  se  mettre  sous  la  forme  U(s), 

et  la  demi-force  vive  du  système  peut  s'écrire  'f(s)  -ttj  'f(s)  étant 

une  fonction  essentiellement  positive,  car  elle  est  une  somme  de 
carrés. 

Prenons  pour  origine  des  arcs  le  point  de  la  trajectoire  qui  cor- 
respond à  la  position  d'équilibre,  supposons  qu'entre  la  position 
initiale  et  cette  position  d'équilibre  il  n'y  ait  pas  d'autre  position 

(')    Vnnexc  au  compte  rendu  de  la  séance  du  7  juin. 

XXI.  6 
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d'équilibre    instable,   et  lançons    le  système   de  façon  que  s  dé- 
croisse. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne 

i  Eim>»=  U(s)  —  U(o), 


v/U(s)  — U(o) 

Le    temps  que   mettrait   le   mobile   pour  atteindre  la  position 
d'équilibre  est  donc 


r°      y/o(s)ds 


y/U(5)-U(o) 
Développons  U(s)  par  la  formule  de  Maclaurin 


U(0  =  U(o)  +  iu'(o)+j|u*(o) 


Par  hypothèse,  L'(o)  est  nul  ;  par  suite,  on  a 

U(5)  —  U(O)  =  5«+2J/(5)  Oio), 

la  fonction   ty(s)  étant  essentiellement  positive   dans  l'intervalle 


de  o  à  s0.  Donc 


-XVI 


(s)     ds 
s* 


Cette  intégrale  est  infinie  puisque 

ds 


1 


s*+1 


croît  sans  limite,  n  étant  supérieur  ou  égal  à  zéro. 

Remarque  I.  —  Le  théorème  ne  serait  pas  applicable  si,  dans 
le  voisinage  de  la  position  d'équilibre,  la  fonction  U  n'était  pas 
développable  par  la  formule  de  Maclaurin. 

Par  exemple,  prenons  un  système  pesant  : 

dU  dz  d>V  d>z 

si  la  courbe  décrite  par  le  point  d'ordonnée  z  présente  à  l'origine 
un  point  de  rebroussement,  la  tangente  en  ce  point  étant  par  hj  pn- 
thèse  horizontale,  la  formule 

I    _   f/.r   <7-  z         dz    il'-.r 
p  ds    dsi  d*    </s: 
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donne 

,f-  z 

m* 

Dans  ce  cas,   le  temps  est  (ini  ('). 

Remarque  II.  —  Pour  faire  le  développement,  il  esl  inutile 

de  calculer  U  en  fonction  de  5.  En  effet,  si  U  est  exprimé  à  l'aide 

d'un  paramètre/;,  nous  savons  toujours  calculer-^»  et  la  formule 

dV  _  dU  dp 
ds        dp    as 

permet  d'obtenir  toutes  les  dérivées  de  U  par  rapport  à  s, 

M.  Demoulin  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  la  relation  qui  existe  entre  les  courbures  totales  de  deux 
surfaces  polaires  réciproques  par  rapport  à  un  paraboloïde 
de  révolution. 

Soient  S  et  S'  deux  surfaces  polaires  réciproques  par  rapport  au 

paraboloïde  de  révolution 

x-  -+-  y2 

z  =   —  • 

i 

A  un  point  quelconque  M  de  S  correspond  sur  S'  un  point  M', 
pôle  du  plan  tangent  en  M  par  rapport  au  paraboloïde.  Les  cour- 
bures totales  s— =-  et  ^-^r  des  surfaces  S  et  S'  aux  points  M  et  M' 

K,  K2         nt  K2  l 

ont  entre  elles  une  relation  très  simple  : 

Par  les  points  M  et  M'  menons,  parallèlement  à  l'axe  du 
paraboloïde,  deux  droites  rencontrant  cette  surface  aux  points 
A  et  A'.  Cela  posé,  F  étant  le  foyer  commun  à  toutes  les  sec- 
tions méridiennes,  on  a 

R,  R,  R',  R2  =  i6FÂ2  FX'\ 

Pour  démontrer  celte  formule,  appelons  x,  y,  z,  />,  q,  /•,  s,  t  les 
coordonnées  du  point  M  et  les  dérivées  des  deux  premiers  ordres 
de  z  par  rapport  à  x  et  à  y;  soient  x',  y',  z',  p',  q' ,  /•',  s',  t'  les 
éléments  analogues  relatifs  au  point  M'.  Entre  ces  quantités  exis- 

(')  Despeyrous,  Mécanique,  t.  I,  p.  286.  —  APPELL,  Cours  de  Mécanique,  t.  I, 
p.  2ï6. 
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lent  les  relations  suivantes,  bien  connues  en  Analyse  (')  : 

ix*  =  p,       y'  =  q, 

(i)  •   x  =/>',         y  ~  q\ 

I  (rf  _«â )(/■'/'  _*'»)=i. 
On  a,  d'autre  pari , 


R!R2  = 
IV,  IV,  = 


/•/  —  s* 

(i-t-y  +  y'»)» 

/•Y— -s'2 


multipliant  ces  égalités  et  tenant  compte  des  relations  (i),   on 
trouve 

(a)  RtRjR'.R'j  =(i  +  ar«+^)«(i  +  a?'*+/«)«. 

Soient  P  la  projection  orthogonale  du  point  A  sur  l'axe  de 
révolution  OZ  et  N  le  point,  d'intersection  de  cet  axe  avec  la  nor- 
male en  A  au  paraboloïde.  De  la  forme  choisie  pour  l'équation  du 
paraboloïde  il  résulte  que  PN  =  i  ;  on  a  donc 

n-a;2  -t-j2  =  AN    =2  FA, 
et  de  même 

i-f-a-'2  -+-/2  =  2 FA'. 

Ces  deux   relations,  jointes  «à  l'égalité   (î>),  donnent  la  formule 
annoncée. 


SÉANCE  DU   19  JUILLET  1893. 

PRÉSIDENCE    DE    M.   IIUMBERT. 

Communications  : 

M.  F.  Lucas  :  Propriétés  d'un  système  de  points  dans  un 
plan. 

M.  D.  André  :  Propriétés  d'un  système  de  points  dans 
l'espace. 

M.  Laisant  :  Sur  V attraction  proportionnelle  à  fa  distance 
et  sur  les  forces  constantes. 

M.  Eiumberl  :  Courbes  tracées  su/-  la  surface  des  ondes. 


C)  Voir  par  exemple,  Camille  Jordan,  Court  d'Analyse  de  l'École  Polytech- 
nique, i.  Ml.  p     '»'>7 


M.  d'Ocagke  fait  la  Communication  suivante  : 
Remarque  sur  la  déformation  des  sur/aces  de  révolution. 

Soient  S  et  S'  deux  surfaces  de  révolution  dont  C  et  C  sont  les 
courbes  méridiennes,  d  et  d'  les  axes.  A  partir  d'origines  fixes 
A  et  A',  prises  sur  C  et  G',  portons  des  arcs  égaux  AM  et  A'M'  et 
menons  à  ces  courbes,  en  M  et  en  M',  leurs  tangentes  qui  coupent 
d  et  d'  respectivement  en  a  et  en  a'.  On  sait  que  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante!  pour  que  les  surfaces  S  et  S'  soient  appli- 
cables l'une  sur  l'autre  est  que,  quelle  que  soit  la  longueur  des 
arcs  égaux  AM  et  A' M',  les  tangentes  Ma  et  M'a'  soient  égales. 

On  peut  déduire  de  là  un  mode  de  génération  très  simple  pour 
les  méridiennes  des  surfaces  de  révolution  applicables  sur  une 
surface  de  révolution  donnée. 

On  a,  en  effet,  le  théorème  suivant,  qui  ne  semble  pas  encore 
avoir  été  remarqué  : 

Soient  G  une  section  faite  dans  un  cylindre  quelconque  T  par 
un  plan  P,  d  V  intersection  du  plan  V  par  un  plan  p  perpen- 
diculaire aux  génératrices  de  T  et  qui  coupe  lui-même  ce  cy- 
lindre suivant  la  courbe  c.  Lorsqu'on  développe  le  cylindre  Y 
sur  un  plan,  la  courbe  G  se  transforme  en  G  et  la  courbe  c 
en  une  droite  d'.  Cela  posé,  on  a  cette  proposition  : 

La  surface  de  révolution  S  engendrée  par  la  rotation  de  la 
courbe  G  autour  de  la  droite  det  la  surface  de  révolution  S'  en- 
gendrée par  la  rotation  de  la  courbe  G'  autour  de  la  droite  d1 
sont  applicables  V une  sur  Vautre. 

En  effet,  si  M  et  m  sont  des  points  de  G  et  de  c  se  correspon- 
dant sur  une  même  génératrice  de  T,  les  tangentes  à  ces  courbes 
en  ces  points  se  coupent  en  a  sur  la  droite  d.  Pendant  le  dévelop- 
pement, le  point  a  vient  en  a'  sur  la  droite  d'.  D'autre  part, 
l'angle  mMa  et  le  segment  Mm  restant  invariables,  le  triangle 
Mm  a  ne  subit  aucune  déformation  et,  par  suite,  M'a'=  Mu;  en- 
fin, dans  le  développement,  l'arc  AM  conserve  sa  longueur;  donc 
arcA'M'=arcAM. 

Par  conséquent,  les  courbes  C  et  G'  lices  respectivement  aux 
droites  d  cl  d'  offrent  bien  le  caractère  rappelé  plus  liant  pour  que 
les  surfaces  de  révolution  S  et  S'  qu'elles  engendrent  en  tournant 
autour  de  ces  droites  soient  applicables  l'une  sur  l'autre. 
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On  voit  comment,  par  application  de  ce  théorème,  on  pourra 
engendrer  les  méridiennes  de  surfaces  de  révolution  applicables 
sur  une  surface  de  révolution  S  donnée. 

Par  la  méridienne  C  de  S,  on  fera  passer  un  cylindre  dont  les 
génératrices,  inclinées  d'un  angle  quelconque  sur  le  plan  de  G,- 
soient  à  angle  droit  sur  l'axe  d  de  S,  puis  on  développera  ce  cy- 
lindre sur  un  plan  et  la  courbe  C  donnera  ainsi  naissance  à  C  ('). 

Si  la  courbe  C  coupe  d  en  deux  points  A  et  B  et  si  ces  points, 
dans  le  développement,  viennent  en  A'  et  en  B',  l'axe  d'  est  donné 
par  la  droite  A'B'. 

Si  C  ne  coupe  pas  d,  on  choisit  deux  points  quelconques  A  et  B 
sur  C;  les  tangentes  en  ces  points  coupant  d  en  a  et  en  (3,  on 
porte  sur  les  tangentes  à  G',  menées  par  les  points  correspondants 
A'  et  B',  les  segments  A' a'  =  Aa  et  B'  $'  =  B[3.  L'axe  d'  est  alors 
donné  par  la  droite  v!  j'. 

Il  faut  encore  remarquer  que  lorsqu'on  fait  varier  le  plan/?  de 
renoncé  précédent,  c'est-à-dire  lorsque  l'axe  d  se  déplace  par 
rapport  à  la  courbe  C  en  conservant  une  direction  fixe,  la 
courbe  G'  reste  la  même,  mais  que  l'axe  d'  se  déplace  également 
par  rapport  à  C'  en  conservant  la  même  direction. 

Si,  en  particulier,  on  suppose  que  la  courbe  C  soit  un  cercle, 
on  obtient  celte  proposition  : 

Si  la  courbe  C',  en  tournant  autour  de  d'  située  dans  son 
plan,  engendre  une  surface  applicable  sur  la  sphère,  cette 
courbe,  en  tournant  autour  de  toute  droite  parallèle  à  d'  et 
aussi  située  dans  son  plan,  engendrera  une  surface  applicable 
sur  un  tore. 


(')  On  peuL  déduire  de  là  un  moyen  de  tracer  pratiquement  la  méridienne  C" 
connaissant  la  méridienne  C.  Supposons,  en  effet,  qu'on  ait  découpé  dans  un 
plan  rigide  et  mince  un  gabarit  limité  d'une  part  à  la  courbe  C,  de  l'autre  à 
l'axe  cl.  Plaçant  le  bord  d  de  ce  gabarit  sur  une  table  plane  T,  donnons  à  ce 
gabarit  une  inclinaison  quelconque  sur  la  table  I  :  puis  après  l'avoir  fixé  dans 
cette  situation,  appliquons  contre  son  bord  curviligne  C  une  feuille  de  papier  un 
peu  fort,  appuyée  p;ir  son  bord  inférieur  sur  la  table  T.  Nous  n'aurons  qu'à  mar- 
quer Bur  la  feuille  de  papier  la  trace  du  bord  C,  puis  à  étendre  cette  feuille  sur 
un  plan  pour  que  cette  trace  donne  la  courbe  C  qui,  en  tournant  autour  de  la 
droite  <t .  représentée  par  le  bord  inférieur  du  papier,  engendre  une  surfaceS" 
applicable  sur  S.  On  obtient  différentes  surfaces  S'  eu  faisant  varier  l'angle  du 
-il'. h  ii  .i\  ri   la  table  T. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Technologie  graphique;  appareil  pour  la  décomposition 
d'un  polynôme  en  facteurs  ;  par  M.  G.  Ahnoux. 

Le  problème  pratique  de  la  décomposition  d'un  polynôme  en 
facteurs,  ou  de  la  résolution  des  équations,  a  été  étudié  par  d'il- 
lustres géomètres,  tels  que  Newton  et  Lagrange,  qui  en  ont  pro- 
clamé l'importance. 

Soit  par  des  moyens  symboliques,  pour  les  premiers  degrés  ou 
dans  des  cas  particuliers,  soit  par  des  moyens  graphiques  tels  que 
les  courbes  d'erreurs,  on  peut  parvenir  à  cette  décomposition 
d'une  façon  plus  ou  moins  pénible,  suivant  les  cas. 

Dans  cette  Communication,  nous  voulons  aujourd'hui  donner 
la  description  d'un  petit  appareil,  très  simple,  qui  permet  d'ob- 
tenir avec  une  certaine  approximation  toutes  les  solutions  réelles 
d'une  équation  à  coefficients  réels  d'un  degré  quelconque. 

Soit  AB  une  règle  métallique  bien  droite  (pour  laquelle  il  serait 
avantageux  d'employer  la  forme  en  cornière  afin  d'éviter  les  dé- 
viations), règle  sur  laquelle  un  curseur  muni  d'une  aiguille  a 
glisse  à  frottement,  cette  aiguille  étant  elle-même  mobile  dans 
une  petite  douille  (fig-  i)- 


Â 


Fiï 


TïrO 

Collez  cette  règle  sur  une  équerre  DEF,  de  manière  quelle  dé- 
passe au  delà  du  point  E  d'une  longueur  suffisante  pour  couvrir 
une  règle  de  même  épaisseur  que  l'équerre  (fig-  2). 

Si  l'on  voulait  obtenir  une  grande  précision,  et  une  rapidité  et 
une  commodité  d'opération  plus  considérables,  on  pourrait  fixer 
la  règle  sur  une  table  où  elle  tournerait  autour  d'un  pivot.  La 
règle  et  l'équerre  seraient  graduées  et  munies  d'un  vernier  dont 
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l'aiguille  faciliterai  t   au  plus  haut  point  l'emploi;  mais,  pour  la 


Fig-  2. 

CL 

E 

G 

i    A                                                    \                                 C 

0 

H 

théorie,  l'appareil  que  nous  venons  de  décrire  suffit. 
Voici  maintenant  la  manière  de  l'appliquer  {fig.  3). 


Fis.  3. 
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Soit  ABGDEFG  le  représentai!!  graphique  (4)  d'un  polynôme 
du  cinquième  degré,  à  coefficients  réels,  en  faisant  x  =  \J —  i.  Il 
est  parfaitement  évident  que  Ion  pourrait  donner  à  x  telle  valeur 
que  l'on  voudrait  \J -\-  A,  et  que,  théoriquement,  le  procédé  serait 
identiquement  le  même;  mais  il  en  résulterait  une  complication 
pour  les  grandeurs  de  translation  et  de  rotation,  que  la  valeur  y/ —  1 
évite. 

Toutes  les  opérations  sont  ramenées  à  l'emploi  de  l'équerre, 
ce  qui  simplifie  au  plus  haut  point  les  opérations. 

La  solution  de  l'équation 

A0xs-+-  Aj a?4 -h  A2a?3-!-  A3x*-t-  \ttxi  -4-  X5x°=  o 

est  ramenée  à  la  décomposition  du  polynôme  du  premier  membre 
en  ses  facteurs.  Graphiquement,  cela  revient  à  inscrire  sur  le 
G-latère  rectangulaire  ABGDEFG  un  5-latère  rectangulaire  dont 
le  ier  latère  passe  par  le  point  A  et  le  dernier  par  le  point  G,  car, 
suivant  la  théorie  de  la  méthode  graphique, 

AKLMNO  x  ABK  =  ABGDEFO, 

AKLMNO  étant  un  5-latère  correspondant  à  l'un  des  facteurs  du 
quatrième  degré  et  jouant  le  rôle  de  multiplicateur,  et  ABK  un 
2-latère  correspondant  à  un  facteur  du  premier  degré,  jouant  le 
rôle  de  multiplicande. 

Posons  la  règle  en  dehors  du  graphique  dans  une  direction 
quelconque,  faisons  glisser  l'équerre  sur  la  règle  et  le  curseur  sur 
la  règle  métallique,  de  manière  que  l'aiguille  se  pose  en  A.  Un 
glissement  du  curseur  donne  instantanément  le  point  K,  un  glis- 
sement de  l'équerre  sur  la  règle  (le  curseur  étant  immobile)  donne 
le  point  L.  Un  nouveau  glissement  du  curseur  (l'équerre  étant 
immobile)  donne  le  point  M;  et,  en  procédant  de  la  même  façon, 
on  obtient  N  et  O. 

Il  est  évident  que  l'angle  BAK.  est  trop  faible  et  qu'il  faut  faire 
tourner  la  règle  d'une  certaine  quantité  pour  rapprocher  d'abord 
et  pour  amener  ensuite  aussi  exactement  que  possible  le  point  O 


(')  Pour  la  représentation  graphique  des  polynômes  et  la  notion  des  lalères 
(i-lalèrc,  2-latère,  etc.),  se  reporter  à  nies  Essais  sur  l'Algèbre  graphique, 
Digne,  1890-, 
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à  coïncider  avec  le  point  G  ;  au  moment  où  ce  résultat  est  obtenu, 

RK         KR 

ABK  est  un  des  fadeurs  du  iei  degré  de  ABCDEFG  et ^  =  TK 

°  AB         AB 

est  une  des  racines  réelles  de  l'équation,  multipliée  par  y/ —  ï. 

Si  l'on  divise  par  y—  \,  en  faisant  tourner  la  direction  de  BK 
du  quart  de  tour  complet,  ABK'  est  le  facteur  du  premier  degré 
du  6-latère  que  l'on  obtiendrait  en  faisant  x  =  -h  ï  ;  ou  graphique- 
ment, en  faisant  faire  de  gauche  à  droite  à  BC  un  quart  de  tour, 
à  CD  un  demi,  à  DE  trois  quarts,  à  EF  un  tour,  à  FG  un  tour  et 
quart,  ce  qui  donnerait  une  ligne  droite,  tous  les  latères  avant 
ainsi  une  seule  et  même  direction. 

Nous  avons  choisi  comme  exemple  un  polynôme  à  coefficients 
tous  positifs,  ce  qui  donne  une  ligne  polygonale  convexe.  Mais 
l'opération  graphique  serait  absolument  identique  si  certains  de 
ces  coefficients  étaient  négatifs.  La  seule  précaution  qu'il  faudrait 
prendre  serait  de  numéroter  les  latères  du  produit  (AB — ï), 
(BC  — 2),  (CD  — 3),  (DE  — 4),  (EF  — 5),  (FG  —  G)  et  de  faire 
attention  que  A  est  sur  le  premier  latère,  K  sur  le  second,  L  sur 
le  troisième,  et  ainsi  de  suite;  de  cette  manière  aucune  erreur 
n'est  possible. 

Si  le  polynôme  avait  des  coefficients  positifs  et  négatifs,  les 
deuxièmes  latères  des  facteurs  du  premier  degré  auraient  tantôt  la 


forme  ABK,  tantôt  la  forme  ABK,,  la  première  correspondant  aux 
racines  positives,  la  seconde  aux  racines  négatives.  L'étendue  des 
tâtonnements  en  serait  augmentée,  de  sorte  qu'il  vaut  mieux,  au 
moyen  des  procédés  donnés  dans  tous  les  traités  d'Algèbre  élé- 
mentaire, ramener  le  polynôme  à  cette  forme.  Alors  tous  les  ^.-la- 
tères facteurs  ont  la  forme  ABK  el  le  tâtonnement  esi  terminé 
quand  le  point  K.a  parcouru  loutc  la  longueur  l>C. 

Pour  obtenir  tous  les  facteurs  dans  ce  cas,  il  faut  d'abord  poser 
i.i  règle  perpendiculairemenl  à  la  direction  <!•'  I'  \„  (ici  AB),  puis 
la  faire  tourner  jusqu'à  ce  que  l'équerre  amène  L'aiguille  sur  le 
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point  (  I,  de  sorte  qu'il  suffit  alors  de  faire  parcourir  au  point  K  la 
longueur  BC. 

Chaque  fois  que  l'on  atteindra  le  point  G,  ABK  sera  facteur 
de  ABCDEEG.  Si  toutes  les  racines  sont  réelles,  cela  arrivera 
cinq  fois  et  pas  davantage;  si  elles  ne  le  sont  pas  toutes,  on  l'at- 
teindra autant  de  fois  qu'il  y  a  de  racines  réelles. 

Pour  ne  pas  allonger  outre  mesure  cette  Communication,  nous 
nous  abstiendrons  de  faire  ressortir  toutes  les  conséquences  inté- 
ressantes qui  résultent  de  la  correspondance  des  méthodes  gra- 
phiques et  symboliques.  Ainsi,  si  toutes  les  racines  sont  réelles, 
le  lalère  BC  est  la  somme  de  tous  les  latères  BK  des  facteurs. 

Si  au  lieu  de  x  on  veut  ->  on  n'a  qu'à  retourner  le  6-latère  en 

prenant  GF  pour  A0,  FE  pour  AJ  et  ainsi  de  suite,  et  l'on  a 
GFEDCBA  correspondant  à  l'équation 


m 


A; 


;)^0)!-G)'-«( 


Il  y  aurait  encore  une  foule  d'autres  considérations  trop  longues 
à  énumérer.  Cependant,  nous  croyons  devoir  faire  une  obser- 
vation finale  sommaire,  qui  a  son  importance.  Chacun  reconnaît 
l'importance  théorique  du  théorème  de  Sturm  pour  la  détermi- 
nation du  nombre  des  racines  réelles  entre  deux  limites  données. 
Mais  on  sait  aussi  combien  l'application  pratique  de  cette  méthode 
peut  devenir  pénible,  presque  impossible,  même  dans  des  cas  re- 
lativement simples.  Par  exemple,  pour  l'équation 

a?6  -h  x5  —  x*  —  x3  -+-  x'1  —  x  ■+•  r  =  o, 

le  nombre  constant  Vc  qui  termine  la  suite  des  fonctions  de  Sturm 
n'a  pas  moins  de  quarante-quatre  chiffres. 

Or,   si  l'on  représente   graphiquement  le  polynôme  ci-dessus, 


en    fa  i  sa  ni    x  =  y/ 


D 

H 

A  B 

on   a    le    graphique    ABCDEFGH  ;    cl    le 
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premier  venu,  au  bout  de  quelques  instants,  après  quelques 
tâtonnements  rapides  à  l'aide  du  petit  instrument  qui  vient  d'être 
décrit,  pourra  répondre  à  la  question  posée. 


Sur  la  congruence  des  axes  centraux  des  complexes  linéaires 
passant  par  trois  droites  données;  par  M.  A.  Demollin. 

1.  Cette  congruence  jouit  d'un  grand  nombre  de  propriétés  in- 
téressantes qui  ont  été  mises  en  évidence  par  MM.  Bail  (4), 
Stahl  (2)  et  Waelsch  (3).  Dans  la  présente  Note,  nous  démon- 
trons, au  sujet  de  cette  congruence,  la  proposition  suivante,  qui 
nous  semble  nouvelle  : 

Jointe  à  une  congruence  du  premier  ordre  et  de  la  première 
classe,  la  congruence  actuelle  constitue  l'intersection  complète 
des  complexes  de  Painvin  relatifs  à  deux  quadriques  dégé- 
nérées (*). 

2.  Soient  D(,  D2,  D3  les  trois  droites  données  et  H  l'hyperbo- 
loïde  qu'elles  déterminent.  Nous  appellerons  génératrices  du 
premier  système  les  génératrices  de  cet  hyperboloïde  qui  ne  cou- 
pent pas  D,,  D2,  D3  et  génératrices  du  second  système  celles 
qui  coupent  ces  droites.  Tout  complexe  L  passant  par  D,,  D;.,  D, 
renferme  toutes  les  génératrices  du  premier  système  de  l'hyper- 
boloïde  H.  Cette  propriété,  dont  la  démonstration  est  immédiate, 
permet  d'établir  simplement  l'équation  générale  des  complexes  L. 
Soit 

! —    -4-    -    -    =1 

a*        62        c2 
l'équation  de  l' hyperboloïde  H  rapporté  à  ses  axes.  Les  équations 


(')  Mathematische  Annalen,  t.  I\,  p.  54 1. 

(')  Journal  de  Crelle,  t.  Ul,  |>.  i. 

(')  Sitzungsberichtc  de  l'Académie  des  Sciences  de  Vienne;  t.  XCV,  p.  fit,  iss: 

(')  Dans   une    Note  insérée  ;iu    tome    W  «le  <•<•  Bulletin   (  p-   133),    nous  avons 

appelé  complexe  de  Painvin  d'une  quadrique  le  complexe  des  droites  par  les- 
quelles "M  peut  mener  <i  cette  quadrique  deux  plans  tangents  rectangulaires. 
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d'une  génératrice  quelconque  du  premier  système  peuvent  être 
mises  sous  la  forme 

X  Z 

COs8  4-  sin  0, 
a        c 

V         z 

V  =  -  sinO  —  cosO 
h        c 

OU 

x  —  «sinO  _  y  -\-b  cosO  _  z 
acosO  ôsinO  c 

0  désignant  un  paramètre  variable.  Cette  génératrice  passe  par  le 
point  [a  sinO,  —  6cos6,  o)  el  elle  a  pour  coefficients  de  direction 
tf  cos9,  6sinG,  c;  ses  coordonnées  homogènes  (a,  Jîi,  v,  />,  q,  r) 
sont  donc 


(■) 


a  =  acos0,  [3=6sin0,  y  =  c> 

p  =  —  6ecos0,         </ = — ac  sinO,         /•  =  «6. 


Ces  équations  montrent  que  les  génératrices  du  premier  sys- 
tème de  l'hyperboloïde  H  appartiennent  aux  trois  complexes  li- 
néaires 

{>. )  bcx-\-  ap  =  o,         acfi-hbq  =  o,         «6  y —  cr  =o; 

par  conséquent,  les  complexes  L,  qui  sont  en  nombre  doublement 
infini,  auront  nécessairement  une  équation  de  la  forme 

(3)  \{bca  -+-  ap)-\-  \i{ac [3  ■+■  bg)-\-  ab*{  —  cr  =  o, 

"k  et  a  désignant  deux  paramètres  arbitraires. 

Soient  (a,  p,  y,  /?,  ^,  ;-)  les  coordonnées  de  l'axe   central  (') 


('  )  Les  coordonnées  de  l'axe  central  d'un  complexe  linéaire  quelconque 

Aa  +  ll?  +  Cr  +  P/J  +  Q?  +  R;'  =  o 
sont  données  par  les  formules 

a  =  P,  p=Q.  Y  =  R, 

/>  =  A.  —  AP,        7  =  B— AQ,        r  =  C  —  tcR, 
AI»  +  BQ  -)-  CR 
P'+Q'-+-Ra 


—  M  — 
il  un  complexe  L,  on  ;i 

i  a  =  Xo,  3  =  y. h,  Y  —       c, 

(4)  ' 

/  />  =  X(£c  —  La),         q  =  (jl(«c  —  M).         /•  =  «6  -+-  kc, 

_  abcÇk*-*-  fji2—  i) 
1  —  X2«2 H- tu.262-t-  c2' 

Ainsi  se  trouvent  exprimées  en  fonction  des  deux  paramètres  X 
et  ;a  les  coordonnées  d'une  droite  quelconque  de  la  congrnence 
qui  nous  occupe. 

Des  formules  (4)  on  déduit 

(5)  ,T_,P-(i  +  -)h_IIh, 

(6)  />!-?«=  (Ç-^)«P  =  N«P. 

Dans  notre  Note  citée  plus  haut,  nous  avons  fait  voir  que  si 

au^-h  a!  v-  -+-  «"  w2  -+-  2  6  t>  w  -4-  2  6'  w  u 
-+•  i  h"  uv  -+-  2  c  u  -h  'x  c'v  -+-  2  c"«>  ■+■  d  =  o 

est  l'équation  d'une  quadrique  quelconque,  en  coordonnées  tan- 
gentielles,  l'équation  du  complexe  de  Painvin  de  cette  quadrique 
sera 

a2(a'-f-  a")  -+-  S2 («"-(-  a)  -h  y* (a  -i-  a')  —  aapô"  —  aftyô  —  273:// 

4-2(yv-r^)c4-'4;-a-/)y)c'+2(/)[J-îa)c"4-(/)2  +  (/J  +  rî)rf=o. 

De  la  forme  de  cette  équation  résulte  une  conséquence  immé- 
diate :  Si  une  congrnence  appartient  aux  complexes  de  Painvin  de 
deux  quadriques 

Q(a,  r,  w)  —  o,        Q'(  u,  e,  w  )  —  o, 

elle  appartiendra  également  aux  complexes  de  Painvin  de  toutes 
les  quadriques  représentées  par  l'équation 

Q(w,  t',  (r)+pQ'w/.r.  u)  —  o, 

a  désignant  un  paramètre  variable. 
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Cclii   posé,  observons  que  les  équations  (5)  el  (6)  sonl   celles 
des  complexes  de  Painvin  (\c>  quadriques 

M  VW  -+-   u  =  o, 
N  uv  -+-  w  =  o. 

Il  suit  de  la  remarque  qui  vient  d'être  faite  que  la  congruence 
actuelle  appartient  au  complexe  de  Painvin  de  la  quadrique 

M  v  <»'  -+-  u  --  p  (  N  //  v  -+-  w)  =  o. 

Cette  équation  peut  s'écrire 

..      ,               /         Mi>\ 
(7)  «(i  +  NpcJ  +  wp     in )  =  o. 

Profitons  de  l'indétermination  de  a  pour  égaler  les  deux  quan- 
tités entre  parenthèses;  nous  aurons 

M 

N  p  =  —  , 

P 
d'où 


-Vn 


s  étant  égal  à  -(-  1  ou  à  —  1.  Si  l'on  suppose  que  b  est  le  plus 
grand  des  axes  réels  de  l'hjperboloïde  H,  N  sera  positif  et  la  va- 
leur de  p  sera  réelle.  En  tenant  compte  de  cette  valeur,  l'équa- 
tion (-)  devient 

(n-sp/MN)(tt-f-sW*/|)=o. 

La  congruence  actuelle  appartient  donc  aux  complexes  de  Pain- 
vin  des  quadriques 

(8)  {i^V)/m)(u+Wi/rf\=o, 

(9)  (1-  pv/MN)(M-W|/|)=o. 

L'équation  (8)  représente  un  système  de  deux  points  :  l'un  F, 
1  4-  v  y/AÎN  =  o 
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est    situé   sur  l'axe    des  y   à  une  distance  —  \/MN  de  l'origine  ; 
l'autre  F2 


«H-»j/|«0 


est  à  l'infini  dans   la  direction  d'une  droite  parallèle  au  plan  des 
xz  et  faisant  avec  l'axe  des  x  un  angle  u>  donné  par  la  formule 


t   /M 
tangw  =  4 


N 


Quant  à  l'équation  (g),  elle  représente  le  système  de  deux 
points  F',  et  F'.,  définis  comme  il  suit  :  F,  est  le  symétrique  de  F, 
par  rapport  à  l'origine  ;  F'2  est  symétrique  de  Fa  par  rapport  à  l'axe 
des  z. 

Appelons  angle  sous  lequel  on  voit  d'une  droite  donnée  un 
segment  donné  l'angle  des  plans  passant  par  la  droite  et  par  les 
extrémités  du  segment.  Nous  pourrons  alors  énoncer  la  propriété 
suivante  : 

De  toute  droite  de  la  congruence  qui  nous  occupe  on  voit 
sous  des  angles  droits  les  segments  F,  F2  et  F',  F'2. 

3.  Il  ne  nous  reste  plus  maintenant  qu'un  mot  à  ajouter  pour 
démontrer  le  théorème  énoncé  au  n°  1.  Les  complexes  de  Painvin 
(5)et(6)  ont  en  commun,  outre  la  congruence  actuelle,  une  con- 
gruence du  premier  ordre  et  de  la  première  classe  :  celle  des  droites 
qui  coupent  l'axe  des  y  à  angle  droit.  Mais,  comme  on  sait,  la  con- 
gruence actuelle  est  du  troisième  ordre  et  de  la  deuxième  classe; 
l'ensemble  de  ces  deux  congruences  constitue  donc  bien  l'inter- 
section complète  des  complexes  de  Painvin  (5)  et  (C). 
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Quelques  remarques  sur  les  équations  du  cinquième  degré  ; 
par  M.  D.  Sélivanoff. 

En  1889,  j'ai  publié  un  Travail,  en  langue  russe,  Sur  les  équa- 
tions du  cinquième  degré  à  coefficients  entiers,  dont  je  vais  re- 
produire ici  quelques  résultais. 

Soil  proposée  une  équation  irréductible 

dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers.. 

Dans  la  suite  nous  dirons  simplement  fonction  des  racines  pour 
désigner  une  fonction  entière  à  coefficients  rationnels  des  ra- 
cines de  V équation  proposée. 

Ainsi  que  Galois  l'a  démontré,  il  existe  un  groupe  de  substitu- 
tions jouissant  des  deux  propriétés  suivantes  :  i°  Une  fonction 
des  racines  ayant  une  valeur  rationnelle  ne  change  pas  de  valeur 
numérique  par  les  substitutions  du  groupe;  20  une  fonction  des 
racines  dont  la  valeur  numérique  ne  change  pas  par  les  substitu- 
tions du  groupe  a  une  valeur  rationnelle.  Ce  groupe  est  nommé 
groupe  de  V équation.  Les  substitutions  contenues  dans  le 
groupe  de  l'équation,  qui  ne  changent  pas  la  valeur  d'une  fonction 
des  racines,  forment  un  groupe.  Le  groupe  de  l'équation  irréduc- 
tible est  transitif.  Désignons  les  racines  de  l'équation  proposée 
par 

a?0,     a?i,     x2,     x3,    a?4, 

et  supposons  que  xa  =  x/>,  si  a=  b  (mod  5). 

En  changeant  chaque  racine  xz  en  xz+i  on  exécute  une  substi- 
tution circulaire  ou  cyclique  (,r-,  xz+{)  que  l'on  désigne  aussi 
par  (o  1  2  3  4). 

Le  groupe  d'une  équation  résoluble  par  radicaux  est  composé 
des  substitutions  de  la  forme  (.r-,  Xcz+f,). 

Soit  G  un  groupe  transitif  donné 

G  =(«.=  !,  Si}  $3,    ..,.  SSm  ). 

Ce  groupe  contient  5 m  substitutions,  m  désignant  le  nombre 
des  substitutions  qui  laissent  une  racine  invariable.  On  forme 
les   vingt-quatre  substitutions   circulaires  (o  a  b  c  d)  en  rempla- 

XXI. 
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çant  a,  6,  c,  d  par  les  différents  arrangements  des  quatre  chiffres 
i,  2,  3,  4. 

Soit  C(  l'une  de  ces  substitutions  qui  ne  soit  pas  contenue  dans 
le  groupe  G.  Les  5  m  substitutions  de  la  forme  s~ic{sne  sont  pas 
contenues  dans  G,  s  étant  une  substitution  du  groupe  G.  Dési- 
gnons ces  substitutions  par 

(a)  Ci,     c2,     c3,      .  .  .,     c5m,      .... 

Si  la  substitution  circulaire  c\  n'est  pas  contenue  dans  G  et 
dans  la  série  (a),  on  forme  de  la  même  manière  la  série 

(P)  e'i,    C2,    c'.A,     ...,    c'6m,     ... 

des  substitutions  circulaires  qui  ne  sont  contenues  ni  dans  G,  ni 
dans  la  série  (a).  En  procédant  de  la  même  manière,  on  conclut 
que  le  nombre  des  substitutions  circulaires  qui  n'est  pas  con- 
tenu dans  le  groupe  G  est  un  multiple  de  5. 

Soit  maintenant  c  une  substitution  circulaire  contenue  dans  G. 
Les  substitutions 

(a)  c     c2,     c3,     c'*, 

sont  aussi  contenues  dans  G.  Si  la  substitution  circulaire  c'  est 
contenue  dans  G,  mais  non  dans  la   série  (a),  on  forme  la  série 

(b)  c',     c'2,     c'3,     c'4 

contenue  dans  le  groupe  G.  On  démontre  de  cette  manière  que  le 
nombre  des  substitutions  circulaires  contenues  dans  le  groupe 
G  est  un  multiple  de  4- 

En  désignant  par  \  y  le  nombre  des  substitutions  cycliques  qui 
sont  contenues  dans  le  groupe  G  et  par  5  c  le  nombre  de  celles 
qui  ne  sont  pas  contenues  dans  G,  on  obtient 

4jK-f-  5 s  =  24. 

Les  seules  solutions  de  cette  équation  en  nombres  entiers  et  po- 

silil's  sont 

y-=.\)         z  =  4         et        ^  —  6,  z—o. 

Dans  le  premier  cas,  le  groupe  G  contient  une  substitution 
cyclique  c  avec  ses  puissances 

c,     <■-,     c3,     (■'• . 
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Dans  le  second  cas,  le  groupe  G  contienl  toutes  les  vingt-quatre 
substitutions  cycliques. 

Supposons  que  le  groupe  de  l'équation  G  contienne  un  seul 
groupe  cyclique 

r  - -ii .  s,  s2,  «*,  s'<  i. 

Les  racines  ^r„,  X|,  x>.  x:i,  xh  peuvent  être  disposées  dans  un 

ordre  tel  qu'on  ait 

s  =  (xz,  xz+i). 

Il  est  possible  que  G  =  T.  Dans  le  cas  contraire,  il  existe  une 
substitution 

t  =  {xz,  a?<p(3))> 

qui  est  contenue  dans  G,  mais  non  dans  T.  La  substitution  trans- 
formée t~x  st  est  cyclique  et  par  conséquent  contenue  dans  Y .  On 

a  donc  l'équation 

t-is/  =  sa, 

a  étant  un  des  nombres,  2,  3,  \.  En  multipliant  les  deux  membres 
de  cette  équation  à  gauche  par  t,  on  trouve 

st  =  tsa, 
ou,  en  d'autres  termes, 

cp(~  -4-1)  =  o(z)  -+-  a. 

En  employant  la  notation  du  calcul  des  différences  finies,  on  a 

Acp(s)  =  a. 
Il  en  résulte 

par  conséquent,    l'équation  proposée   est  résoluble  par  radi- 
caux. 

Les  substitutions  de  la  forme  (xz,  xaz+b)  peuvent  former  les 
groupes  suivants  : 

i°  Le  groupe  cyclique  composé  des  substitutions 
l,     s,     s1,     .s3,      .<>'\ 

où  s  =  (x-,  xz+{  )  ; 

a0  Le  groupe  demi-métacy  clique  : 

I,      .s',         s'-,        \:i.         s*, 
/.      St,      S*t,      \'/.       s'f. 

où  /  =  ( x-.  xhz)  ; 
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3°  Lé  groupe  métacycïique  : 


I.  N.  S-,  s'.  S'. 

II.  SU,  S- II.  s3u,  sut, 
II'1,  SU'2.  S'2  II-,  S3  II-,  s'1  II'2. 
Il :i .  S  II 3 .  S  -  Il  f .  .s"3  // :i .  S  '♦  Il 3 . 
ti*.  su*,  s'2  u''.  s'//'',  s'' il'. 

OÙ  //  =  (Xzi  #2z)- 

Ces  dénominations  sont  dues  à  Kronecker. 

Supposons   maintenant   que   le    groupe   transitif   G  contienne 

toutes  les  substitutions  cycliques.  Le  groupe  G  contient  aussi  la 

substitution 

(ô  i  ■>.  3  4)(°  *  4  3  a)  =  (o  4  O- 

En  transformant  cette  équation  par  les  substitutions 

o  i  a  3  4  \        /  °  '  2  3  4  \        /  °  '  2  3  4 
<>  •.>   i  3  i  /        \o  3  4  a  1/        \o  4  3  a  i 
on  trouve 

(()   '2    ',    3    [)(0   2    I    3   4)  =  (o    I    2  ). 

(o  3  \  i  i)(o  3  i  a  4)  =  (o  i  3), 
(043  2   i)(o    i    I   2  3)  =  (o  I    1  >. 

Le  groupe  G  contenant  les  substitutions  (o  1  2),  (o  1  3)  et 
(o  1  4)  est  clone  alterné,  ou  bien  contient  le  groupe  alterné.  Dans 
le  dernier  cas,  G  est  l'ensemble  des  cent  vingt  substitutions  que 
l'on  peut  former  avec  cinq  Lettres.  Ce  groupe  peut  être  nommé 
symétrique. 

Jacobi  a  indiqué  (Gesammelte  Werke,  Band  111,  p.  276-278) 
la  fonction  demi-mé  ta  cyclique  de  cinq  Lettres 

—  XqXi—  XXXz        ./■,./■■,  —  ./■;.,./■„—  ./-.,./•,. 

donl  La    forme  reste  invariable    par  les  substitutions  du   groupe 
demi-métacyclique. 
Par  Les  substitutions 

(O    I    2),     (I    2  3),     (2   3    i),     <  3    i   01.     (  i   0    , 

contenues  dans  Le  groupe  alterné  la  valeur  ~-,  se  change  en  z-,.  *»i 


—  loi  — 

La  substitution  (i  2  /5  4)  nc  faisant  pas  partie  du  groupe  alterné 

change  zt,  z.,.   :,i,  z-\,  z,,,  s  g  en        «1,        ;•_>,        z4,        z,-n        ;;i, 

Telles  sont  les  douze  valeurs  de  la  fonctions,  .La  fonction  z- =  s-, , 
ayant  six  valeurs  différentes,  est  donc  une  fonction  roétacyelique. 
La  fonction 

F(s)=;<  z  -  zt)(z  -  z2)(z-  z,)(z-~  zk)(z  -  *,)<  z  —  z6) 
=  z6-+-  «i55-4-  «2~4-r-  a3z3-+-  «v-s--f-  as-s  -H  af, 

ne  change  pas  par  les  substitutions  du  groupe  alterné. 

Les  substitutions  oui  ne  sont  pas  contenues  dans  le  groupe  al- 
terné changent  a, ,  <y:j,  as  en  —  «, ,  —  a3,  —  a5. 

Ce  sont  donc  les  fonctions  alternées  et  elles  ont,  par  consé- 
quent, la  forme 

rt1=//<1^/A.         <t3=/n:iy\,        a$=mz)/k, 

A  étant  le  discriminant. 

Les  dimensions  des  fonctions  c/,,  a3,  rt.3,  A  sont  respectivement 
égales  à  2,  6,  10.  20;  par  conséquent,  aK  et  a3  sont  nuls  et  »is 
est.  un  entier  que  nous  désignerons  par  m. 

Il  résulte  de  cette  analyse  que 

F(.s)  =  ~6-|-  a2z'*+-  a,  ~2-+-  a6-\-  mz  y/A- 

Les  coefficients  a2,  «,,  #0  sont  des  fonctions  entières  à  coefficients 
entiers  des  fonctions  symétriques  élémentaires 

2#0= PU  -^A'l  =  /^,  Ï.X0Xy,T.2  =  —p3r 

^éXQXxX2X3  =  pu,  ^,o^l^2^3-rV  =  — /^3- 

Ainsi  l'équation  F(^)=  o,  dont  les  racines  sont  z-t ,  z2,  z:i.  z-,,  -,3. 
zCt,  a  ses  coefficients  entiers.  En  remplaçant  z'2  par  3-  dans  l'expres- 
sion F(;)  F( —  z),  on  obtient  l'équation 

©(d)  =  (<j3-4-  <&2<rs-+-  «V7  -+-  a6y —  m-  A-  =  o. 

dont  les  racines  sont 

Supposons  que  l'équation  a>(<r)=:  o  ait  une  racine  a  rationnelle 
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et,  par  conséquent,  entière.  En  rangeant  les  racines  x0,.r,,jr2, 
./;,,  ,rv  dans  un  ordre  convenable,  nous  aurons  fy  =  a.  Les  substi- 
tutions qui  changent  la  valeur  numérique  de  c,  ne  sont  pas  con- 
tenues dans  le  groupe  de  l'équation 

Si  l'équation  cp(s-)=o  n'a  pas  de  racines  égales,  les  substitu- 
tions 

(y)  (o  i  2),     (12  3),     (2  3  4),     (3  4  o),     (4  o   i) 

du  groupe  alterné  changent  la  valeur  <r, .  Le  groupe  de  l'équation 
proposée,  ne  contenant  pas  les  substitutions  (y),  est  donc  méta- 
cyclique ou  bien  fait  partie  du  groupe  métacyclique.  Dans  ce  cas, 
l'équation  proposée  est  résoluble  par  radicaux. 

Si  l'équation  cp(<r)=  o  a  des  racines  égales,  il  est  possible  que 
la  valeur  numérique  o-,  reste  invariable  pour  certaines  des  substi- 
tutions (y).  Supposons  que  le  groupe  de  l'équation  f(x)=  o  con- 
tienne le  groupe  alterné.  La  valeur  cr,  doit  rester  invariable  pour 
toutes  les  substitutions  du  groupe  alterné,  car  il  n'existe  pas  de 
groupe  transitif  faisant  partie  du  groupe  alterné  et  contenant  le 
groupe  métacyclique.  Il  en  résulte  que 

O  {  1  )  —  (  ~  —  il   i  ' 

Nous  obtenons  l'identité  suivante 

i  7;t  -4-  a*?1  -\-  "\  "  -+■  "ù  '-  —  »'!  At  —  i  t       a  >h. 
qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

(<j3-i-  a-2<y--h  a-,  a  -4-  a6  »-      i  7:t  —  3  c/ ci2  h-  3</2  -  --  a3  |s  —  //>-  \- 

ou 

(2cr:i  -i   /)-'  .   >/-  i   /-m/--       ua      p)=  m*  Atr. 

En  égalant  les  coefficients  de  t\  t'1  et  o*3  dans  les  deux  membres 
de  cette  équation,  on  trouve 

t  =  o,         «  =  o,         f  =  o, 

et,  par  conséquent,  À  serait  nul;  or  l'équation  /(se)  =  o  est  sup- 
posée irréductible  el  son  discriminant  ne  peul  p;i>  être  nul.  Il  esl 
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donc  démontré  que  le  groupe  de  l'équation  f( x )=  o  ne  peut  pas 
contenir  le  groupe  alterné  et  l'équation  proposée  est  aussi  réso- 
luble par  radicaux,  dans  le  cas  considéré. 

Si  l'équation  <p(<r)=  o  n'a  pas  de  racines  rationnelles,  les  fonc- 
tions métacycliques  n'étant  pas  rationnelles,  le  groupe  de  l'équation 
f(x)  =  o  contient  le  groupe  alterné  et  l'équation  f(x)=  o  n'est 
pas  résoluble  par  radicaux. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Pour  que  V équation  irréductible 

f(x)  =  Xb  -+-  pi''<  -+-p2X3  —  J> ,  X  -  -H  {>\  X  -+-p&=  ii. 

à  coej/icien/s  entiers,  soit  résoluble  par  radicaux,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'équation 

G  !    7  I  —  (  7*  ~  <72  72  -î-  rtV  7  a6)~  W-   A-    —   O 

ait  au  moins  une  racine  entière. 
Pour  les  équations  de  la  forme 

/'(  X  I  =  '•■'  ■+■  U.r  -+-  r  =  o, 

les  valeurs  de  a.2.  aA,  a6,  m  et  A  peuvent  être  obtenues  presque 
sans  calcul,  comme  l'a  démontré  M.  Runge  dans  un  article  inséré 
au  Tome  VII  des  Acta  mathematica  (p.  1 78-1 86).  On  y  trouve 
le  résultat  suivant  : 

<p(cj)  =  (a3 —  5z<a2-+-  i5«2a  -+-  rju3)2 —  A  7. 

M.  Runge  met  encore  cette  fonction  sous  la  forme 

cp(d)  =  (<T  —  //.)4(72—  6  a  t  -+-  25  a2) —  55t>*  a. 

Faisons  u  =  dz  1 .  La  racine  entière  de  l'équation 

55p*  7  —  (  7  —  1  1'  1  -J      6  7       s5) 

doit  être  positive,  car 

1-  q=  6  a  -h  25  =  (  7  qp  3  )-  -f-  1  <>  • 

Le  nombre  7  es!  diviseur  de  25  el,  par  conséquenl,  les  seules 
valeurs  ;'i  examiner  son!  <r  =  i,  5,  25. 
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Comme  ces  valeurs  ne  vérifient  pas  l'équation,  on  a  le  théorème 
suivant  : 

Les  équations  de  la  forme 

x"°  -+-  u  x  -+-  v  =  o  (  u  =  ±  I  ) 

ne  sont  pas  résolubles  par  radicaux ,  quand  elles  sont  irré- 
ductibles. 

Ce  théorème  a  été  démontré  par  M.  Runge  dans  le  cas  où  //  =  i . 
La  recherche  des  diviseurs  linéaires  de  la  fonction 

f(x)  =  x*-\-  ux  -4-  r 

ne  présente  aucune  difficulté.  Pour  trouver  les  diviseurs  quadra- 
tiques, on  divise  f(x)  par  x2 -\-  a,  x  -+-  a»  et  l'on  égale  à  zéro  le 
reste  de  la  division.  On  a  ainsi  deux  équations 

(i)  al — 3af  a2+  a,\  ■+•  u  =  o, 

(2)  «1«2(2«2 —  a\  ) (;=0, 

qui  servent  à  déterminer  les  nomhres  entiers  a<  cl  a>.  Ces  nombres 
doivent  encore  satisfaire  aux  conditions 

|a,  |<2?,        |aj|<p«, 

0  élanl  la  limite  supérieure  des  modules  des  racines  de  l'équation 
f(x)=o.  La  recherche  des  diviseurs  quadratiques  est  ainsi  ré- 
duite à  un  nombre  fini  d'opérations. 

L'impossibilité  des  équations  (1)  et  (2)  devient  quelquefois 
manifeste,  si  les  premiers  membres  de  ces  équations  ne  sont  pas 
divisibles  par  un  nombre  premier.  Soit  L'équation 

f{  x  )  =  x'6  -+-  X  —  »',  V  >  o. 

Si  l'on  avait  c<o,  il  suffirait  de  remplacer  /'(./■  )  par  — /( — .r). 
En  supposant,  par  exemple,  p  =  f),  on  a 

r  <  65 — G         "n  r  <  7770. 

La  fonclion  J  \  x  >  •>  des  diviseurs  linéaires  pour 
v  =  i8-+- 1,        ■  3* -4-  3.        i ■•      j.        ">■ 


105 


v  =  2,        34,        246,         1028,        3 1  ><>. 

Celle  fonction  est  divisible  par  a?2 -+-  a,\ x  -h  a^  si  les  nombres 
eD tiers  <7,  et  a-2  satisfont  aux  équations 

a\  —  3<72  r/2-+-  fl{  +  l  =  0,         «1rt2('-,-'''2  —  «1  )-f-  f  =  o. 

En  résolvant  la  première  par  rapport  à  <72,  on  obtient 

9,a-2=  3  a2  -f-  s, 

OÙ  S2  =  Jrtj  —  4. 

La  seconde  équation  prend  la  forme 

«1  (  2  a  \  -+-  s  )  (  3  a  2  -+-  s  )  =  —  2  v. 

Avant  trouvé  les  nombres  entiers  at  et  5  qui  vérifient  les  condi- 
tions 

5a\  —  s2  =  4>         —  I2<ai<i2, 

on  détermine  les  valeurs  correspondantes  de  a2  et  v  par  les  for- 
mules obtenues. 

Si  «i  est  pair,  s  est  aussi  pair.  En  posant 

ai  =2-3,        5  =  4<        ou        4* +  2, 

on  obtient  les  équations  impossibles 

20S1=4'2t-1  OU  '20*  =  \t--\-  4  ^  -t-  2; 

d'où  l'on  conclut  que  a,  est  un  nombre  impair. 

Supposons  que  at  soit  divisible  par  un  nombre  premier/?.  Il 
suit  de  la  congruence 

s2  =  — 4         (mocl/j) 

que  le  symbole  de  Legendre 

doit  être  égal  à  1 .  Donc  p  est  de  la  forme  \k  +  1 . 

En  excluant  les  valeurs  paires  de  at ,  ou  divisibles  par  les 
nombres  premiers  de  la  forme  4^  +  3,  nous  n'obtenons  que  les 
valeurs  suivantes 

«i  =  ±i,         «i  =  ±  5. 
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Pour  al  =  ±i,  on  trouve  les  résultais  suivants 

a^-f-  x —  i  =02—  x  —  i  }(a?a-+-  ar2 —  i  ), 
x5-h  x —  G  z=(x-—  x  -\-  2)(x3-+-  x- — x  —  3). 

La  valeur  a{  =  ±5  ne  convient  pas,  car  le  nombre 

55—  4  =  3iai 

n'est  pas  un  carré  parfait.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Les  équations  de  la  forme 

x*-t-x  —  v  =  o        (o<f<777o) 
ne  sont  résolubles  par  radicaux  que  pour 

v  =  i,  2,  G,  34,  24G,  1028,  3i3o. 

Passons  maintenant  à  l'équation 

f(x)—x5  —  x  —  v  =  o        (c>o), 

en  supposant  toujours  p  =  (3.  On  a  encore 

v  <  68—  6        ou        v  <  7770. 

La  fonction /ïx)  a  des  diviseurs  linéaires  pour 

v  =  25 — 2,        35 — 3,        45 — 4i        55 — 5 
ou 

t>  =  3o,        24°)         1020,        3 120. 

La    fonction  f(x)    est   divisible    par  x%-\-a,\X  -+-  a8i    s>    ^es 
nombres  «,  et  «2  vérifient  les  conditions 

aI —  3a*  as -+-  a*  —  1  =  o,        a  1  rr2  (  2 aj  —  a\ ) ■+■  1 

En  déterminant  les  entiers  a,  et  .v  de  manière  que 

s2  —  j«|  =4.        —  '  '       "\      '  ' 

on  trouve  les  valeurs  correspondantes  de  a.:  el  r  par  les  formules 

suivantes 

■Kl  l  =     \(l  ,'  S, 


—   107  - 
Le  nombre  ci\  est  pair  en  même  temps  que  s.  En  posant 

«1  =  2*.  S  =  'Xt. 

on  trouve 

20  Z'  =  (  /  -,-  I  )l  /  —    l). 

Le  nombre  t  est  impair,  car  le  premier  membre  de  celle  équa- 
tion est  pair.  Soit  donc  (=2/n+i;  on  a 

')  z*  —  -■  m\  m  +  i  ). 

Les  nombres  m  et  m  -+-  i  sont  premiers  entre  eux. 

L'équation  obtenue  est  impossible,  carie  nombre  5z4  o  esl  pas 
un  produit  de  deux  nombres  consécutifs  premiers  entre  eux.  I! 
est  donc  démontré  que  aK  est  un  nombre  impair. 

Supposons  que  aK  soit  premier  ou  une  puissance  d'un  nombre 
premier.  11  suit  de  L'équation 

5a\  =(5  -h  'i)(s  —  2  1 

que  5a]  doit  être  décomposable  en  deux  facteurs  dont  la  diffé- 
rence est  4-  Ces  facteurs  ne  peuvent  donc  pas  avoir  un  diviseur 
commun  autre  que  2  ou  4-  H  en  résulte  que 

s -\- •?.  =  5à\,         s  —  2  =  1, 
ou  bien 

s  +  2  =  —  1,         s  —  ■>.  =  —  5  «  f 

et,  par  conséquent. 

s  =  ±  3,        ai  =  ±i. 

Si  rt(  n'est  pas  égal  à  5  ou  à  une  puissance  de  5,  on  a  encore  la 

décomposition 

s  -+-  2  =  a\ ,        5  —  2  =  5, 
ou 

5  -f-  2  =  —  5 ,         5  —  2  =  —  a  \ , 

en  supposant  a^  >  1 .  De  là  résulte  l'équation  impossible 

**  =  9- 

En  examinant  les  seuls  cas  qui  restent,  a1  =  ±  1,  on  trouve  le 
résultat  suivant 

073  —  X  —  I  5  =  (  X-  —  X  -+-  3  )  (#3  -r-  .T2  —  IX  —  5  ), 

en  supposant  toujours  v  >>  o. 

Qn  |hmii  donc  énoncer  ce  théorème  : 
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Les  équations  de  la  forme 

x5 —  x  —  v  =  o         (o<^<777o) 
ne  sont  résolubles  par  radicaux  que  pour 

V  = l5,  30,  2\0,  I020,  3l20. 

Toutes  ces  valeurs  de  v  sont  divisibles  par  i5. 
Nous  allons  démontrer  que  V équation 

f  (  x  )  =  xh  —  x  —  t'  =  o 

n'est  pas  résoluble  par  radicaux,  si  v  n'est  pas  multiple  de  i5. 
Il  suffit  de  démontrer  l'irréductibilité  de  cette  équation.   Pre- 
nons 3  pour  module.  L'équation  f(x)=  o  peut  avoir  une  racine 
entière  «,  si  une  des  congruences 

/(0)=3  0,         /(l)so,        /(-i)=o         (mocI3) 
a  lieu. 

En  remarquant  que  pour  l'équation  considérée 

/(o)s— ?,       /(i)-- «»,       /(-i)^-P        (mod3), 

on  conclut  que  l'équation  proposée  n'a  pas  de  racines  entières,  si 
v  n'est  pas  divisible  par  3. 

Supposons  que  f{x)    soit  divisible   par  x-  -+-  u,  x  -f-  a«.  Les 
équations  (i)  et  (2)  peuvent  être  remplacées  par  les  congruences 

a\  -+-  a\  —  1  =  0,         a\a.2{a\  ■+■  «2)  — —  v        (mod3). 

Si  aK  est  divisible  par  3,  v  l'est  aussi.  Si  a(  n'est  pas  divisible 

par  3,  on  a 

a^  =  i,         a2— °5         v  —  °         (niod3). 

Donc  la  fonction /(x)  n'a  pas  de  diviseurs  quadratiques,  si  »  n'est 

pas  divisible  par  3. 

Passons  au  module  5.  D'après  le  théorème  de  Ferma!,  pour  toul 

entier  a,  on  a 

rts —  a  =  0        (moil  ")  1. 

et,   par  conséquent, 

f(a)~—v         (mo(li). 

I  )onc/(j")  n'a  pas  de  diviseurs  linéaires,  si  v  uTesl  pas  mul- 
t  iple  de  5. 

Eu  supposanl   que  f(x)  soil  divisible  |>;u-  ./  -' -f-  a,  .>•  -}-  a2>  on 
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obtient  les  congruences 

n-,(  tr,   ;     ><('{  )-4-  a\       iso         (  iikkI")). 
"i  ":{"<i —  a\)-\-v-=o         (mod  5). 

Le  nombre  v  est  divisible  par  5  en  même  temps  que  at  ou  à2-  En 
posanl  a,TZ3±i  (mod  5),  on  trouve; 

a2(aj-+-  2)=  o,         ±«2('-*«2 — 0+cso        (modj). 

Si  a.,  n'est  pas  divisible  par  5,  on  a 

«2  =  — •->.,  .'.aa  —  1  =  0,         v  =  o         (mod  5). 

On  démontre  de  la  même  manière  qu'on  a  aussi  v  =  o  (mod  5), 
quand  «1  =  ±  •>.  (mod 5). 

Le  théorème  énoncé  est  donc  démontré. 


Propriétés  d'un  système  de  points  dans  un   plan; 
par  M.   Félix   Lucas. 

Considérons  dans  le  plan  un  système  quelconque  de  p  points  M, 
ayant  pour  aflîxcs  les  racines  de  l'équation 

(1)  F(*)  =  (*-*!)  (a —  *,)••  •(*-**)  =  °* 

Points  centraux.  —  Les  points  centraux  G  de  ce  système  sont 
définis  par  la  propriété  qu'aurait  chacun  d'eux  de  rester  en  équi- 
libre, en  présence  d'attractions  inversement  proportionnelles  aux 
distances  exercées  par  les  points  M  doués  de  l'unité  de  masse.  Ce 
sont  les  points  racines  de  l'équation  dérivée 

(■i)  F'(z)  =  p(z  —  YiH*  —  ?,)•••(*  —  Y/.-0  =  o- 

(  )n  a  identiquement 

(  3  )  F,„  (  zm  )  =  I"  m&- 1         =  F'(  *„  ) 

L-  -m  J  :■  =  :,„ 

et,  par  conséquent, 

,  J)  F1(*l)F,(j5,)---Fi»(*p)=  F'(«i)F'(*i)...  F'(*p). 
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En  prenant  les  modules  des  deux  membres,  on  trouve 


c'est-à-dire  que  le  produit  des  carrés  des  distances  mutuelles 
d'un  système  de  p  points  M  est  égal  à  pP  fois  le  produit  des 
distances  de  ces  points  M  à  leurs  points  centraux  C. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  points  M  occupent  les  sommets 
d'un  polygone  régulier  de  rayon  R,  tous  les  points  C  occupent  le 
centre  de  ce  polygone;  on  voit  ainsi  que  le  produit  des  carres 
des  distances  mutuelles  des  p  sommets  d'un  polygone  régulier 
de  rayon  R  est  égal  à  pPRP^'^.  Ce  théorème  s'exprime  par  la 
formule  trigonométrique 

m  =  />  —  1 

n.       1)1  7Z  p 

7/1  =  1 

Conjugués  d'un  point  quelconque  S.  —  Considérons  mainte- 
nant, en  présence  des  points  M,  un  point  quelconque  S  du  plan 
et  soit  g-  son  affixe.  Les  conjugués  P  de  ce  point,  relativement  au 
système  M,  sont  définis  par  la  propriété  qu'aurait  chacun  d'eux 
de  rester  en  équilibre  en  présence  des  attractions  des  points  M 
ayant  l'unité  de  masse  et  de  la  répulsion  du  point  S  ayant  la 
masse  p.  Ces  conjugués  de  S  sont  les  points  racines  de  l'équation 
du  degré  p  —  i 

pF(z)-(3-*)F'(z)  =  o. 

Le  coefficient  du  terme  du  plus  haut  degré,  c'est-à-dire  le  coeffi- 
cient de  zP~{,  est  p{rr  —  y),  en  désignant  par  y  l'affïxe  du  centre 
des  moyennes  distances  C  des  points  donnés.  On  peut  dune  dé- 
terminer les  affixes  des  conjugués  de  S,  en  égalant  à  zéro  le  poly- 
nôme 

/m  -  —  Y  ) 

(  îela  posé,  on  a  idenl  iquement 

(7)  /m  -  —  •;  i  <p(  zm)  =  (rs  —  :■„,  |  F'i  sm  i  I  Fm{  z ,„  i 
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et,  par  conséquent, 

(  g  j  ?(^i)0(5i)...?(5/))         =    (j-J|)(T-5«)...(g—  3;,) 

Fi(*i)F,(*,)...  ?,,(*„)  (a  —  T)P 

En  prenant  les  modules  des  deux  membres,  on  trouve 


<  9  )  /'" 


JTm,mm'        sg' 


c'est-à-dire  que  le  produit  des  distances  des  points  M  aux  con- 
jugués V  du  point  S,  multiplié  par  pP  et  divisé  par  le  produit 
des  carrés  des  distances  des  points  M,  est  égal  au  produit  des 
dislances  du  point  S  aux  points  M,  divisé  par  la  pième  puis- 
sance de  la  distance  de  ce  point  S  au  centre  des  moyennes  dis- 
tances G  de  ces  points  M. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  points  M  occupent  les  p  sommets 
d'un  polygone  régulier  de  rayon  R,  et  où  le  point  S  est  pris  sur  Ja 
circonférence  circonscrite  à  ce  polygone,  la  dislance  SG  est  égale  a 
R  et,  en  vertu  d'un  théorème  précédent,  le  produit  des  carrés  des 
distances  des  points  M  est  égal  à  pPRP [P~t}.  La  formule  (9)  devient 
alors 

»=»    Kf-I  m=p 

(10)  [   M,„l'„=  R/''/'-8'JJaj/,iS. 

m  =  1         n  =  1  m  =  1 

En  prenant  le  point  G  pour  origine  des  coordonnées  et  la 
droite  GM,  pour  axe  des  #,  on  a 

(n)  F(z)=zP     —  R/' 

et 

R/> 

(19.)  Q(Z)  =  ZP~l 

Le  module  de  <r  est  égal  à  R;  nous  pouvons  supposer  le  point  S 
placé  entre  M^  et  M,,  et  représenter  son  argument  par  —  210,  en 

désignant  par  o>  un  angle  positif  inférieur  à  -•  L'équation  (12) 
devient  alors 

(i3)  <p(<s)  =  -/'~1  -  R/'-'c2'0': 
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04) 


elle  montre,  en  supposant/?  )>  3,  que  les  conjugués  I*  de  S  occu- 
pent les  (/?  —  ï)  sommets  cTun  polygone  régulier  de  nièine  rayon  J> 
que  celui  des  points  M.  On  trouve  un  de  ces  points  P  et  un  seul 
sur  chacun  des  arcs  JVI/M  lM/h+,,  parmi  lesquels  ne  figure  pas  l'arc 
M/(M,  qui  contient  le  point  S.   Le  rayon  Gl\,  correspondant  au 

point  situé  sur  l'arc  M,  M2,  fait  avec  GM|  l'angle  — — —  On  a,  par 
suite,  ;iu\  signes  près, 

< 

J  .     [(m  —  i)iï        (n  —  i)--t-w] 

\  I.        P  P  — l        1 

en  sorte  que  la  formule  (io)  devient,  en  faisant  R  =  i , 

m  =  p    n  =  p  —  1  m  =  p 

(,„  n  nsiD[<^_(^^]=^nsi^^o_v<.]. 

m  =  1         A  =  1  m  =  1 

On  en  déduit,  pour  w  =  o, 

m=p — 1    n—p—2 

00)        J]        [J     in 

;«  =  1  «  =  1 


d'où,  en  lenant  compte  de  la  formule  (5)  dans  laquelle  on  rem- 
place m  par  //  et  p  par  p  —  ï , 

m  —p  —  !    «  =  p  —  2 

07)  Jl         || 


P 

/?  — i/ 

i)P(p  — 

■J,l>  I»— *J 

I)         I 

7-f    .      n-K 

11  S'%-i 

n  =  l 

«I  =  1  ;;       1 
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Sur  les  racines  primitives;  par  M.  Frolov. 

1.  Euler  lui  amené  à  la  conclusion,  qu'il  esl  impossible  de  sai- 
sir entre  ii  ii  nombre  premier  et  ses  racines  primitives  aucune  rela- 
tion, d'où  l'on  puisse  déduire  au  moins  une  seule  de  ces  racines, 
de  sorte  qu'on  ne  peut,  d'après  lui,  les  découvrir  que  par  tâtonne- 
ments, c'est-à-dire  en  essayanl  différents  nombres.  Quoique  Gauss 
;iii  donné  une  méthode  très  ingénieuse  pour  découvrir  su  us  tâton- 
nements une  racine  primitive  d'un  module  premier,  cette  méthode 
csi  tellement  compliquée  qu'on  ne  l'emploie  guère.  La  complica- 
tion de  relie  méthode  apparaît  déjà  dans  l'exemple  donné  par 
Gauss  lui-même.  En  effet,  pour  découvrir  que  le  nombre  5  est  une 
racine  primitive  du  nombre  - '>.  il  a  dû  former  les  périodes  des 
trois  nombres  2,  3  et  54,  qui  sont  tous  résidus  quadratiques  de 
-3,  tandis  qu'on  sérail  arrivé  an  même  résultat  beaucoup  plus 
vite,  en  commençant  par  essayera,  comme  le  plus  petit  parmiles 
non-résidus  quadratiques  de  y3,  ce  qui  aurait  épargné  beaucoup 
de  peine. 

C'est  probablement  à  cause  delà  complication  de  celle  méthode 
que  Poinsot,  dans  ses  Réflexions  sur  lu  théorie  des  nombres, 
publiées  en  1 8  'j 5 ,  proposa  de  déterminer  les  racines  primitives 
d'un  module  premier  m  par  l'exclusion  des  résidus  de-  puissances. 
dont  les  exposants  sont  marqués  par  les  facteurs  premiers  du 
nombre  i  m  —  i  ).  Mais,  comme  l'a  déjà  remarqué  le  très  regretté 
J.-A.  Serret,  cette  méthode  devient  presque  impraticable,  dès  que 
le  module  est  un  peu  considérable. 

Ainsi,  pour  déterminer  les  racines  primitives  d'un  module  pre- 
mier, on  est  encore  obligé,  comme  k\u  temps  d'Euler,  de  recourir 
aux  essais  de  différents  nombres.  Évidemment,  on  doit  prendre 
ces  derniers  parmi  les  non-résidus  quadratiques  du  module,  car  il 
est  facile  de  discerner  les  nombres  qui  sont  résidus  quadratiques 
de  ceux  qui  ne  le  son!  pas.  Les  résidus  quadratiques  -oui  d'abord 
les  carrés  inférieurs  à  ///,  savoir  i ,  4-  (»,  >b.  .  .  .  ;  puis,  pour  les  mo- 
dules de  la  forme   ///  =  \h  —  i,  ce   sont   les   nombres   A.   h 

li  h-  (>.  ft-f-i2,   ...  tous  compris  dans  la  formule  r  = 

i 

où   x  est  un   nombre  indéterminé   impair,   et   pour   le-    modules 

/W  =  4^-f-Ij    ce     sont    les    nombres     — //.        -  h  +  2,    — h  -+-  6, 

XXI.  8 
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—  k  -f-  i  2.  ...  ;  tous  compris  clans  la  formule  /•  = 

aussi  un  nombre  indéterminé  impair.  On  reconnaît  encore  facile- 
ment si  les  nombres  ±  i,  ±  3,  zt  5,  .  .  .  sont  résidus  ou  non-ré- 
sidu^ quadratiques,  d'après  les  formules  déduites  par  Fermât, 
Euler  et  autres  grands  géomètres.  Quant  aux  non-résidus  quadra- 
tiques, on  ne  les  détermine  directement  que  pour  les  modules  de 
la  forme  f\h  —  i,  car  dans  ce  cas  ce  sont  les  compléments  des  car- 
rés et  des  résidus  quadratiques.  Voici  encore  une  proposition  qui 
permettra  de  découvrir  pour  la  plupart  des  modules  premiers  m 
quelques  résidus  et  non-résidus  quadratiques  : 

Soient  \p  relui  des  deux  nombres  (ni  —  i)et(m-{-  i)  qui  est 
divisible  par  \.  et  iq  l'autre  qui  ne  l'est  pas;  tous  les  facteurs 
premiers  de  p  et  les  foc  leurs  premiers  de  q  de  la  forme  4  k  -+-  i 
sont  résidus  quadratiques  de  ni,  tandis  que  les  facteurs  pre- 
miers de  q  de  la  forme  \k  —  i ,  ainsi  que  2,  si  p  est  impair,  sont 
non-résidus  quadratiques. 

On  obtiendra  d'autres  résidus,  en  multipliant  deux  résidus  ou 
deux  non-résidus,  et  d'autres  non-résidus,  en  multipliant  un  non- 
résidu  par  un  résidu. 

Par  exemple,  pour  m  =  191,  on  a  m  —  1  =  190  =  2.  5 .  19,  et 
m  -f- 1  =  192  =  2°. 3  ;  donc  p  2  ' .  3  el  q  =  5  .19;  par  conséquent 
on  aura  les  résidus  2,  3,  5,  <>.  10,   [5,   ...  et  les  non-résidus  19, 

38,  37,  90 Pour  ni  =  197,  on   a  m  —  1  =  196=  2-. --  et 

m  -+- 1  =  198  =  2.3*.  1 1  ;  donc  p  =  y'2  et  q  =  3-,  1  1 ,  el  l'on  aura 
les  résidus  6.7.22...  el  les  non-résidus  2.3.  il .  i4*  •  •«  Pour 
m  =  2.63,  on  a  m  —  1  =  262  =  2  .  1 3 1  et  m  -f-  1  =  264  =  28 .  3 .11; 
donc  p  =  2.3.netq  =  \  3  1 .  el  l'on  aura  les  résidus  2  .>.().  11... 
el  les  non-résidus 

i3i;     1 3i .  3      r3o;     i3o.n   =120;     120.11      io;     .... 

Il  arrive  souvent  que  les  non-résidus  obtenus  de  cetle  manière 
sont  racines  primitives,  \msi,  191  a  les  racines  primitives  19,  5^ 
el  9 5  :  197  a  2,  3  et  1  1  ;  >6S  a  1  3  1 ,  1  3<>.  1  ><>  et  10.  Mais  nous  allons 
montrer  qu'on  n'aura  à  recourir  aui  essais  de  ce  genre  que  dans 
des  cas  bien  rares. 

"2.   Il  \  .1  des  cas,  où  les  racines  d'un  module  premier  se  déter- 
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minenl  immédiatement,  sans  aucun  essai.  Avanl  de  les  signaler, 
rappelons  que  Ton  dit,  avec  Euler,  que  deux  nombres  sont  asso- 
ciés entre  eux,  si  leur  produit  est  congru  à  i.  Ainsi  a  el  b  sont 
associés  entre  eux,  s'il  \  a  la  congruence  ab  =  i  I  mod.  m  ).  Leurs 
complémentaires  à  ///  son!  aussi  associés  entre  eux,  car  on  a 
(  ///  a  |  i  m  —  b)  =\  —  d  —  b  =  ab  =  i .  En  changeant  le-,  signes, 
on  aura  --  <ih  -  i  ;  donc  le  produit  d'un  no  m  lire  a  par  le  com- 

plément de  son  associé  —  b  est  congru  à  —  i .  Pour  abréger,  nous 
dirons  que  deux  nombres,  donl  le  produil  est  congru  à  — i ,  sont 
contre-associés  entre  eux. 

Dans  un  groupe  de  quatre  termes  a,  b,  —  b,  —  r/,  chacun  d'eux 
a  son  associé,  son  contre-associé  el  son  complémentaire  à  m.  Nous 
dirons  que  a  et  -a  sonl  les  termes  extrêmes,  el  b  et  — b  sont 
les  termes  moyens  de  ce  groupe. 

On  sait  que  deux  nombres  complémentaires  i  et  m  —  i  =  —  i 
sont  associés  chacun  à  lui-même,  car  t2  =  i  et  ( —  i)2=  i.  Ajou- 
tons qu'ils  sont  contre-associés  l'un  de  l'autre,  car  on  a 
i( —  i)  =  —  i.  Donc  ces  deux  nombres  forment  un  groupe  com- 
plet, qu'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  1,  i,  —  r,  —  i. 

Pour  m  —  /\h  -f-  1 ,  il  y  a  encore  deux  autres  nombres  complé- 
mentaires, que  nous  désignerons  par  w  et  — ce,  qui  sont  associés 
entre  eux,  en  satisfaisant  à  la  congruence  —  w2=  1  (mod.  m).  En 
changeant  les  signes,  on  aura  w2=(±«>)2  =  —  r,  ce  qui  signifie 
que  chacun  de  ces  deux  nombres  est  contre-associé  à  lui-même. 
Ces  nombres  forment  le  groupe  complet  o\  —  o  ,  o\  —  w. 

Les  nombres  w  et  —  o\  ainsi  que  \  et  —  1,  sont  résidus  de 
tous  les  degrés  impairs  (fui  sont  facteurs  de  [m  —  1),  pour 
tous  les  modules  m  au-dessus  de  .'>. 

En  effet,  soit  g  une  racine  primitive  quelconque  de  m  =  \li-k-  1. 

m  —  I 

On   aura   g    2    = —  1,    et   comme   on   a    w2  =  —  1.    il    viendra 

m  —  1 

(v2  =  a '    2    ,  d'où  Ton  1  ire 

»>  —  1 

±w=±g    ■  -  ï». 

Il  en  résulte  :  1"  que  si  //  est  impair,  w  et  —  w  sont  résidus  de 
tous  les  degrés  impairs  de  //  el  de  (m  —  1),  et  2°  que  si  h  est  pair, 
ils  sont  en  outre  résidus  quadratiques  de  ///. 
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Par  exemple,  pour  m  —  "5-  =  4.9  H-  1  et  h  =  9,  on  a  (v  =  li  et 
—  tr  =  3i,  qui  sonl  résidus  seulement  du  troisième  degré,  car  h 
est  impair;  tandis  que,  pour  m  =  \  1  =  \ .  10  -+-  1  et  h  =  10,  on  a 
ir  =  ()  et  —  iv  =  3a,  qui  sont  résidus  du  cinquième  degré  et  ré- 
sidus quadratiques,  car  h  est  pair. 

3.  Nous  signalerons  trois  cas,  où  les  non-résidus  quadratiques 
d'un  module  sont  ses  racines  primitives. 

I.  Tout  module  premier  de  la  forme  m  =  22e-+-  1,  où  c  est 
un  nombre  quelconque,  a  pour  racines  primitives  tous  ses  non- 
résidus   quadratiques  et  entre   autres  les   nombres  3,   5  et  10. 

C'est  évident,  car  le  nombre  m  —  1  =  -a2''  n'ayant  qu'un  seul 
facteur  premier  2,  tous  les  nombres  inférieurs  à  m  sont  résidus 
ou  non-résidus  quadratiques,  et  tous  ces  derniers  sont  nécessaire- 
ment racines  primitives  de  m;  et  comme  les  nombres  premiers  de 
la  forme  22c-f-  1  appartiennent  aux  formes  8/i-hi,  iaA.+  5  et 
10 h  —  3,  il  s'ensuit  qu'ils  ont  le  résidu  quadratique  2  et  les  non- 
résidus  3  et  5,  qui  sont  par  conséquent  leurs  racines  primitives, 
ainsi  que  10,  qui  est  le  produit  d'un  résidu  par  un  non-résidu.  Par 
exemple,  les  modules  17=2*  +  !,  207  =  2*+  1 ,6553-  =  2,,;+  1 ,  .  .  . 
ont  tous  les  racines  primitives  3,  5  et  10  et  n'ont  pas  la  racine  pri- 
mitive 2. 

II.  Tout  module  premier  de  la  forme  m  =  2/?  -f-  1 ,  où  n  est 
un  nombre  premier  impair,  a  pour  racines  primitives  égale- 
ment tous  ses  non-résidus  quadratiques,  sauf  m  —  1  =  —  1 . 

En  effet,  dans  ce  cas,  il  n'y  a  que  deux  résidus  du  degré  im- 
pair /?,  et  comme  ce  sont  les  nombres  1  et  — 1,  tous  les  autres 
nombres  sont  résidus  ou  non-résidu  s  quadratiques,  et  ces  derniers 
sont  nécessairement  racines  primitives  de  m.  Par  exemple, 
m  =  2Ôoo3  =  2.  i3ooi  +  1,  étanl  de  la  forme  8 À 4- 3,  aie  non- 
résidu  quadratique  2;  par  conséquenl  ce  nombre  est  une  racine 
primitive  de  2Ôoo3. 

III.  Tout  module  premier  m       \n   '-  1,  où  n  est  un  nombre 

premier   impair,   a  de  même  pour  racines  primitives   tOUS  ses 
non-résidus  quadratiques. 
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ILu  effet,  dans  ce  cas,  il  y  a  quatre  résidus  du  degré  //,  qui  sonl 
les  nombres  i ,  —  i,  w  et  —  w,  tandis  que  tous  les  autres  nombres 
sont  résidus  ou  non-résidus  quadratiques,  et  ces  derniers  sont 
nécessairement  racines  primitives  de  ///.  Par  exemple,  pour 
m=  32069=  j.Sni-  -(-  1,  (|ui  appartient  aux  formes  8  A  —  .3  et 
12A  —  3,  les  nombres  2  et  3  sont  non-résidus  quadratiques,  el  par 
conséquent  ils  sonl  racines  primitives  de  32o6g. 

•4.  Nous  allons  exposer  brièvement,  en  omettant  les  démon- 
strations peu  essentielles,  un  procédé  qui  permettra  de  découvrir 

rapidement  les  racines  primitives  de  la  plupart  des  nombres,  sans 
aucun  essai. 

Il  consiste  dans  le  déploiement  des  (ni  —  1)  nombres,  inférieurs 
au  module  m,  en  chaînes  de  groupes  de  quatre  termes,  associés, 
contre-associés  et  complémentaires,  que  nous  avons  considérés 
dans  le  n°  2;  ces  chaînes  sont  très  faciles  à  construire,  car  il  est 
permis  de  faire  l'échange  des  facteurs  entre  deux  nombres  associés 
ou  contre-associés,  et  comme  l'un  des  deux  ternies  extrêmes  ou 
moyens  est  toujours  pair,  on  peut  le  diviser  par  2,  en  multipliant 
par  2  son  associé  ou  contre-associé,  le  plus  petit  des  deux. 

Il  en  résultera  deux  nouveaux  termes  associés  ou  contre-asso- 
ciés et  l'on  n'aura  qu'à  y  adjoindre  leurs  complémentaires  à  m, 
pour  obtenir  un  groupe  nouveau. 

Par  exemple,  on  a,  pour  m  =  281,  le  groupe 

?.4,    82,     [99,    ■?.')-. 

En  multipliant  par  2  le  terme  2  \  et  en  divisant  par  2  le  terme 
82,  on  obtiendra  le  groupe 

48,     \\,     240,     ^33. 

Si,  au  contraire,  on  multiplie  par  a  le  terme  82,  en  divisant 
par  2  le  terme  24»  on  aura  le  groupe 

12,     164,     117,    269. 

Ces  trois  groupes  formeront  une  portion  dune  chaîne 

12,    i(")|.    117,    269;    24,    82,    199.    >">;;     î*.     ii,    240,    233:    ..., 


—  us 

qu'on  pourra  prolonger  des  deux  côtés,  en  répétant  la  même 
opération,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  des  groupes  qui  ne  puissent 
plus  en  produire  de  nouveaux,  ou  bien  jusqu'à  ce  qu'on  arrive 
des  deux  côtés  au  même  groupe. 

Dans  le  premier  cas  on  aura  une  chaîne  ouverte,  terminée  par 
deux  groupes,  que  nous  appellerons  groupes  d'arrêt.  11  y  a 
quatre  espèces  de  groupes  d'arrêt  : 

i°      I,      i,      —i.     — i;  '->"     u\  '»'.      w,      —  <v, 

3°    u,     —iu,    zu,     —  w;       .j°     »'*    'ivi    — 2t'-    —  ('> 

que  nous  désignerons  respectivement  par   les  notations  abrégées 

M»    M:    [«].    M" 

Dans  le  dernier  cas,  la  chaîne  rentre  en  elle-même  et  nous  dirons 

qu'elle  est  circulaire  ou  fennec. 

Pour  m  de  la  forme  4  h  —  i ,  il  n ')  a  Pas  de  groupe  w;  donc  il 
n'y  aura  qu'une  seule  chaîne  ouverte,  terminée  par  [i]  et  [m],  si  h 
est  impair,  ou  par  [i]  et  [e],  si  h  est  pair. 

Pour  m  de  la  forme  /\  h  +  i ,  il  y  a  aussi  une  seule  chaîne  ou- 
verte, terminée  par  [î  |  et  [«'],  si  h  est  impair.  Au  contraire,  si  // 
est  pair,  on  a  deux  chaînes  ouvertes,  terminées  par  quatre  groupes 
d'arrêt  :  [i],  [w],  [u],  |>|. 

Remarquons  ici  qu'il  est  indifférent  de  multiplier  ou  de  diviser 
par  9.  l'un  ou  l'autre  terme  complémentaire,  car  le  résultat 
reste  le  même.  En  effet,  soit  g  une  racine  primitive  de  m  et  a  =  g1. 
Alors  un  groupe  quelconque  a,  h.  — b.  —  a  peut  être  représenté 
de  la  manière  suivante  : 


car  on  a 


-/       — "  +  / 

ri      ,rin-\-l  ...•///       1  |,         g       '-  ,J»       -  pf' 


Soit  2  =  gh ■    En   multipliant    par  a   le  premier  terme  gl}  on 


aura 


2^     /    /. 


»i  —  i 


/ 


et,  si  l'on  multiplie  par2  ledernier  terme  g    '       ,  on  aura  égale- 
ment 


S 
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Donc  le  résultai  est  le  même  dans  les  deux  va>. 

5.  Si,  en  commençant  une  chaîne  par  le  groupe\  \  |,  on  par- 
vient à  englober  dans  celle  chaîne  ouverte  tous  les  [m  —  i) 
nombres  inférieurs  à  m,  on  en  conclura  que  m,  s'il  est  de  la 
forme  4  h  -+-  i,  a  les  racines  primitives  2  et  —  2,  ou  l'une  de 
ces  racines  primitives,  s'il  est  de  la  forme  l\h  —  1 . 

C'est  évident,  car  dans  ce  cas  ce  procédé  n'esl  autre  chose  que 
la  formation  de  la  période  du  nombre  2  ou  —  2.  Comme  on  a 

m  —  t 

gm    '      1,    g   *    =  —  1     (mod.  m), 

un  groupe  quelconque  peut  être  représenté  de  la  manière  sui- 
vante : 

cri  rr-l  f,- 1  __     cri 

b    1      b      1  b       ■>  b    ■ 

Si  g  =  2  ou  —  2,  et  l  est  un  nombre  indéterminé,  on  aura 

2',     ■!-',     —1-',     —■2'; 

donc  tous  les  termes  sont  compris  dans  la  formule  ±  i±l ',  et  il 
est  clair  que  si  une  chaîne  englobe  tous  les  (m  —  1)  nombres, 
2  et  — 2  ou  l'un  de  ces  nombres  est  racine  primitive,  selon 
que  m  est  de  la  forme  \h  +  1  ou  f\h  —  1 . 

Pour  m  de  la  forme  f\)i  —  1,  si  la  chaîne  est  terminée  par  [a], 
c'est  1  rjui  est  la  racine  primitive,  et  si  elle  est  terminée 
par  |  v  |,  c  est  —  2. 

En  effet,  si  1  est  racine  primitive,  le  dernier  groupe  sera 

m  —  3  m  —  3  m  —  1  m  —  3  m  —  1      m  —  3 

2      '*     ,       '2  '*     ,       2      2  4     ,       -2      i  v 

OU 

ni  -  3  3  m  —  1  m  +- 1  3  m  —  .i 


2      *      ,        '2       *        ,  2     *      ,  2       * 

En  le  ramenant  à  la  forme 

7/1  —  3  3  m  —  S  »l  —  S  3  m? 


on  voit  que  le  troisième  terme  est  Je  double  du  premier,  et  le 
deuxième  terme  est  le  double  du  quatrième,  de  sorte  que  ce 
groupe  appartient  à  la  forme  [u].  Au  contraire,  si  la  chaîne  est 
terminée  par  le  groupe  [c],  cela  indiquera  que  ?.  n'est  pas  une  ra- 
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chu-  primitive  <le  m.  et  par  conséquenl  c'esl  — 2  qui  l'est  nécessai- 
rement. 

Ainsi  le  déploiement  des  nombres  en  chaîne  permet  de  déter- 
miner rapidement,  si  le  module  proposé  a  les  racines  primitives 
2  et  —  2  ou  l'une  de  ces  racines. 

Eclaircissons  ceci  par  quelques  exemples  : 

i"  Soit  m  =  61  =  22.3.  5  H-  1 ,  de  laforme  |//  +  i.En  commen- 
çant par  le  groupe  (1),  on  formera  la  chaîne 


', 

'  ; 

.60, 

60; 

2, 

3i, 

'"', 

59  : 

4, 

46, 

i5, 

^7; 

8, 

'■'■>  , 

38, 

53  : 

16, 

42, 

".), 

45; 

32, 

2 1 , 

4o, 

29; 

3, 

ii, 

20, 

58; 

6, 

5i, 

10, 

>5; 

12, 

5(5, 

5, 

49; 

24, 

28, 

1;, 

37; 

i,s- 

ii, 

47, 

i3; 

3  5 , 

7, 

54, 

26; 

9, 

34, 

■->-; 

52; 

18, 

*7, 

44, 

43; 

36, 

"».),■ 

22, 

23  ; 

"1 

5o, 

I  I  , 

5o, 

qui  est  terminée  par  le  groupe  [ce]  et  contient  tous  les  soixante 
nombres  inférieurs  au  module  61.  Donc,  comme  ce  module  est  de 
la  forme  ^h  -+-  1,  il  a  les  racines  primitives  2  et  —  2  =  5<). 

20  Soit  /?/  =  67  —  2.3. 1  1  H-  1 ,  de  la   forme  /\Ji  —  1 .  En  com- 
mençant par  le  groupe  1  1),  on  formera  la  chaîne  : 


', 

b 

66, 

66 

2, 

34, 

33, 

65  ; 

4, 

l7, 

5o, 

63 

8, 

42, 

2  5 , 

59 

16, 

21, 

46, 

1 1  : 

3  a , 

44, 

'<■ 

35 

64, 

22, 

45, 

3 

61, 

", 

56, 

6; 

55, 

39, 

28, 

12 

i  !- 

53, 

•4, 

24 

'9, 

60, 

7, 

48; 

38, 

3o, 

37, 

29 

9, 

'"', 

52, 

58 

18, 

4', 

26, 

i'.»: 

36, 

:»4, 

'b 

ii 

5, 

27, 

40, 

62 

TO, 

47, 

20, 

'7- 

qui  est  terminée   par  le  groupe  \u\\  donc  (>7  a  la  racine  primi- 
tive 2. 

.1"   Soit  /// —  7  1  -  -  2.  5.  7 -j- 1,  de  la  forme   \h  —  1.  On  aura  la 
chaîne 


f, 

', 

70 

70; 

2, 

36, 

35, 

69; 

i- 

18 

67; 

8, 

9, 

62 

63  : 

Mi, 

i", 

3,, 

■ 

20 

5i, 

39: 

64, 

10, 

Cl 

7  ; 

'7, 

5, 

66, 

14  ; 

i3, 

38 

33, 

j8; 

'5, 

«9, 

56; 

15, 

26, 

i>: 

60, 

")S 

-■ 

1 1  ; 

49, 

i' 

27, 

'"', 

", 

44  i 

54, 

•  "> 

i<>, 

17: 

37, 

48, 

a  ; 

14 

; 

'1 

'.7: 

68; 

6, 

1  • 

"".>■ 

65, 
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qui   est  terminée  par  le  groupe  |c|;  donc  71  a   la  racine  primi- 
tive —  2  =  69. 

6.  Le  déploiemenl  en  chaîne  des  groupes  de  nombres  associés 
et  contre-associés  permel  en  même  temps  de  reconnaître  les 
résidus  de  tons  les  degrés  el  toutes  les  racines  pi'imitives. 

Pour  m  =  4h-\-i,  les  termes  [  el  -1  du  groupe  initial  |i| 
étant  résidus  de  tous  les  degrés,  il  s'ensuit  que  les  groupes  des 
rangs  impairs  1,  .'> ,  5,  7,  ....  seront  composés  de  résidus  quadra- 
tiques. Tels  sont,  pour  m  ==  61 ,  les  groupes 


1  , 

1  ,     60, 

60; 

4, 

16, 

t5, 

''7; 

"•>, 

42, 

■9, 

45; 

3,      ', 

1,     20, 

58  ; 

'*, 

>6, 

5, 

te; 

48, 

•4, 

47, 

10; 

9,     3 

4  i     27 1 

"1  ■>.  : 

36, 

39, 

22, 

25. 

Comme  pour  ce  module  on  a  m  —  1  =  60  =  a2.  3 .  5,  il  y  aura 
encore  les  résidus  de  degrés  impairs  3  et  5.  Les  groupes  composés 
de  résidus  du  troisième  degré  occupent  les  rangs  1,4,7,  IO>  •  •  " 
Tels  sont  les  groupes 


I, 

', 

60 , 

60; 

8. 

23, 

38, 

53; 

3, 

U, 

20 

24, 

28, 

33 , 

"'7; 

9, 

34, 

27 1 

52; 

", 

5o, 

)  i 

5o. 

Les  groupes  composés  des  résidus  du  cinquième  degré  occupent 
les  rangs  1,6,  il,  16.  Tels  sont  les  groupes 

1,       1,    60,    60;         i.».,    ai,    4°>    29> 
48,     14,    47»     i3 ;        11,     5o,     11,     5o. 

Tous  les  autres  groupes 


2, 

37, 

3<>, 

59; 

6, 

5r, 

10, 

55; 

35, 

7, 

"'i. 

26  ; 

18, 

«7, 

14- 

43, 

sont  composés  de  racines  primitives. 

Pour  m  =  \li —  1,  les  termes  1  et  —  1  du  groupe  initial,  élant 
aussi  résidus  de  tous  les  degrés  impairs,  on  déterminera  ces  der- 
niers comme  dans  le  cas  précédent.  Quant  aux  résidus  quadra- 
tiques, il  y  a  à  considérer  deux  cas  :  1"  Si  la  racine  primitive  est 
—  2,  les  deux  premiers  termes  de  tous  les  groupes  sont  résidus 
quadratiques,  et  les  deux  derniers  termes,  tant  qu'ils  ne  sont  pas 
résidus  d'aucun  degré  impair,  sont  racines  primitives.  Yinsi,  pour 
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m  =  -j  i ,  les  termes  2,36;  /J ,  1 8  ;  8,i>;  i6,4o;  3a,  20;  ...  sont 
résidus  quadratiques,  tandis  que  les  termes  35,6y ;  5 3, 67  ;  62, 63; 
3i,55;  61,7;  33,28;  52,56;  3i,ii;  42,22;  21, 44;  kz^'- 
59,65  sont  racines  primitives.  20  Si  la  racine  primitive  est  2,  les 
deux  premiers  et  les  deux  derniers  termes  des  groupes  consécutifs 
sont  à  tour  de  rôle  résidus  quadratiques  ou  racines  primitives,  tant 
qu'ils  ne  sont  pas  résidus  de  degrés  impairs.  Ainsi,  pour  m  =  67, 
les  termes  33,65;  4>!7;  25,5o,;  16,21;  ...  sont  résidus  qua- 
dratiques, tandis  que  les  termes  2,34;  5o,63;  46, 5i;  32,44; 
61,11;  28,12;  7,48;  18,4 1;  l3,3i;  20,57  sont  racines  primi- 
tives. 

7.  Si  la  chaîne,  commencée  par  le  groupe  [1],  s'arrête  sans  avoir 
englobé  tous  les  (m  —  1)  nombres,  il  faut  déployer  en  d'autres 
chaînes  les  nombres  qui  ne  sont  pas  entrés  dans  la  première  chaîne. 
Pour  cela,  on  n'a  pas  besoin  de  faire  de  longs  calculs  pour  déter- 
miner deux  nombres  associés,  car  on  trouvera  toujours  dans  la 
première  chaîne  âç\\\  termes  associés  ou  contre-associés  qui,  par 
l'échange  de  leurs  facteurs,  donneront  deux  nouveaux  termes  asso- 
ciés ou  contre-associés,  qui  serviront  à  la  formation  d'une  chaîne 
nouvelle.  Par  exemple,  pour;»  =  ioi,  la  chaîne,  commencée  par 
le  groupe  [1],  contient  le  groupe 

32,     11  (S.     33,     119, 

sans  contenir  le  terme  3.  On  trouvera  le  groupe  contenant  ce  der- 
nier, en  divisant  par  1  1  le  terme  33  et  en  multipliant  par  le  même 
facteur  son  contre-associé  32  ;   «m  aura  ainsi  le  groupe 

3,     ioi,     5o,     148, 

qui  servira  à  la  formation  d'une  seconde  chaîne. 

Après  avoir  d('|)lo\  é  en  chaînes  tous  les  l  m  —  1  )  nombres,  on  écar- 
tera celles  qui  sont  composées  entièrement  de  résidus. 

On  n'aura  en  général  que  deux  ou  trois  chaînes  el  rarement  plus 
de  six.  Pour  ///  =  \li  1  <>n  c'aura  qu'une  seule  chaîne  ouverte 
el  quelques  chaînes  fermées,  el  ce  ne  sont  que  ces  dernières  < | u ■ 
peuvenl  contenir  des  racines  primitives.  Pour  m  =  \h  -H  1  et  h  im- 
pair, comme  nous  l'avons  déjà  dit  au  n"  I,  il  \  aura  aussi  une 
seule  chaîne  ouverte  el  quelques  chaînes  fermées;  el  si  h  est  pair. 
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on  aura  deux  chaînes  ouverles,  ei.  dans  ce  cas,  s  il  n  \  a  pas  de 
chaînes  fermées,  c'est  la  chaîne  ouverte,  terminée  par  les  groupes 

[ // 1  ci  |  r  |,  qui  contiendra  toutes  les  racines  primitives;  autre- 
ment ces  dernières  se  trouveront  dans  des  chaînes  fermées. 

Il  est  très  aisé  de  reconnaître  et  d'exclure  les  résidus  dans  une 

chaîne  ouverte,  terminée  par  |  //  |  et  [t>],  car  le  groupe  central  de 
ces  chaînes  est  compose  de  résidus  de  tons  les  degrés  impairs,  et 
les  groupes  composés  de  résidus  d'un  degré  impair  quelconque  sont 
disposés  à  des  distances  égales,  marquées  par  l'exposant  de  ce  de- 
gré. Après  celle  exclusion,  les  groupes  qui  resteront  contiendront 
les  racines  primitives. 

Quant  aux  chaînes  fermées,  qui  n'ont  pas  de  groupe  central,  on 
reconnaîtra  les  groupes  composés  de  résidus  d'après  de  certains 
caractères  que  nous  allons  signaler.  Remarquons  d'abord  que,  si  le 
nombre  de  termes  d'une  chaîne  fermée  n'est  pas  divisible  par  un 
îles  facteurs  de  (m  —  i),  celle  chaîne  ne  contiendra  pas  un  seul 
résidu  du  degré  dont  l'exposant  est  marqué  par  ce  facteur,  ou  bien 
Ions  ses  termes  seront  résidus  de  ce  degré. 

Par  exemple,  pour  m  =  i  27  =  2  .  32 .  -  -f-  1 ,  on  a  quatre  chaînes 
fermées,  chacune  de  28  termes;  ce  nombre  n'étant  pas  divisible 

par  le  facteur  3,  et  comme  il  y  a  -^-  =  \i  résidus  de  troisième  de- 
gré, une  de  ces  chaînes,  ainsi  que  la  chaîne  ouverte  qui  a  \l\  termes, 
est  composée  entièrement  de  résidus  du  troisième  degré.  On 
reconnaîtra  facilement  cette  chaîne  fermée,  car  on  y  trouve  le 
cube  2-. 

Il  y  a  des  cas,  pour  les  modules  de  la  forme  !\lt  -+-  i5  où  une 
chaîne  fermée  est  composée  entièrement  de  racines  primitives. 
Cela  arrive  quand  2  et  — 2  sont  résidus  de  tous  les  degrés  dont 
les  exposants  sont  facteurs  de  (m  —  1  ). 

Par  exemple,  pour  m  =  /j33  =  2''  .  33  -+-  1 ,  il  y  a  une  chaîne  fer- 
mée de   1  î  î  termes  qui  sont  tous  racines  primitives  de  433. 

8.  Les  exemples  suivants,  pris  parmi  les  cas  les  plus  simples. 
suffiront  à  éclaircir  l'application  de  notre  procédé  à  la  recherche 
des  racines  primitives  : 

I.   Si  m  est  de  la  forme  inc-\-  1,  où  n  est  un  nombre  premier 

impair  et  c  est  un  nombre  entier  quelconque,   tous  les  résidus 
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du  degré  impair  n  seront  contenus  dans  la  chaîne  ouverte, 
commencée  par  le  groupe  [i],  de  sorte  que,  pour  trouver  les  ra- 
cines primitives,  on  n'aura  (///'à  séparer  les  non-résidus  qua- 
dratiques, qui  seront  tous  racines  primitives. 

En  effet,  dans  ce  cas,  2  et  —  2,  ne  pouvant  pas  être  simultané- 
ment résidus  quadratiques,  car  m  est  de  la  forme  \h  —  1 ,  sont  né- 
cessairement résidus  du  degré  impair  n. 

Prenons  une  racine  primitive  quelconque  g  et  posons  i  =  gk. 
L'exposani  /,  doit  contenir  le  facteur  n,  et  comme  tous  les  termes 
de  la  chaîne,  commencée  par  [  1  ].  sont  de  la  forme  ±  2~l,  cette 
forme  deviendra  ±( gk)±l  =  ±  g±kl-  cr>  1  exposant  kl  contenant 
le  facteur  n,  tous  les  termes  de  la  chaîne  seront  résidus  du  de- 
gré n. 

Par  exemple,  pour  m  =  20 1  =  2 .  53  -h  1 ,  la  chaîne  ouverte,  com- 
mencée par  [1],  contient  tous  les  5o  résidus  du  cinquième  degré, 
de  sorte  que  tous  les  autres  nombres,  en  dehors  de  cette  chaîne, 
sont  résidus  ou  non-résidus  quadratiques,  et  ces  derniers  sont  né- 
cessairement racines  primitives.  Ainsi  le  non-résidu  201  —  i52=  26 
est  racine  primitive  de  25i. 

II.  Pour  m  =  ^nc-\-  1,  où  n  est  un  nombre  premier  impair 
et  c  un  nombre  entier  quelconque,  la  chaîne  ouverte  contiendra 
également  tous  les  résidus  du  degré  n. 

En  effet,  dans  ce  cas  m  n'étant  pas  de  la  forme  8/?  +  i,  les 
nombres  2  et  —  2  ne  sont  pas  résidus  quadratiques,  et  par  consé- 
quent ils  sont  résidus  du  degré  //. 

Par  exemple,  pour  m  =  109  =  22.3S  -f-  1 ,  la  chaîne  ouverte,  com- 
mencée par  [1],  englobe  tous  les  36  résidus  du  troisième  degré,  et 
tous  les  Qon-résidus  quadratiques  qui  n'entrent  pas  dans  cette 
chaîne  sont  racines  primitives.  A  l'aide  de  la  proposition  que  nous 
avons  donnée  au  numéro  I,  on  trouve  que  11  esl  non-résidu  qua- 
dratique de  109;  par  conséquent  ce  nombre  et  son  associe'-  10  sont 
racines  primitives  de  ce  module. 

III.  /'ou/-  les  /nodules  de  In  forme  ni  =6N-r-lj  OÙ  N  est  un 
nombre  q  ueleunq  ue,  premier  ou  composé,  pair  ou  impair,  il  y 
<i  un  groupe  dont  deux  termes  associés  diffèrent   il  une   unité 
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avec  deux  autres  termes  associés,  et  ions  ces  termes  sont  ré- 
sidus de  tous  les  degrés  marqués  par  les  facteurs  du  nombre  \  , 

Celle  proposition  permettra  de  reconnaître  facilement  les  ré- 
sidus et  les  racines  primitives  dans  les  chaînes  fermées,  si  l'on  y 
trouve  un  groupe  de  cette  espèce. 

En  représentant  ce  groupe  par 

a .      b,     a  -t-  i ,      b  ■+■ 1 

et  en  appelant  termes  mineurs  les  tenues  a  et  b  et  termes  ma- 
jeurs les  termes  (a  -+-  i)  et  [b  -+-  i),  on  démontrera  sans  peine  : 

i"  Que  le  carré  d'un  terme  mineur  est  congru  à  son  associé  cl 
celui  d'un  terme  majeur  est  congru  à  son  contre-associé,  de  sorte 
qu'on  aura 

a2  ==  b,        62  =  a,        (a-hi)-'^",        (ô-l-i)2       b,        ...         (mod.  m); 

2"  Que  le  cube  d'un  terme  mineur  est  congru  à  i,  et  celui  d'un 
terme  majeur  est  congru  à  —  i.  Ainsi  l'on  aura 

a3  =  i,       63  =  i,       (a-+-i)3=  —  i,       (b  ■+■  i)3  =h—  r,       ...        (mod./»); 

3°  Que  si  g  est  une  racine  primitive  quelconque,  le  groupe  de 
cette  espèce  sera  représenté  de  la  manière  suivante 

,rN         o-SN         o-2N         o-4N 

Par  exemple,    pour  »?  =  223  =  6.37  +  1   et  N  =  3^,   on   a  le 

groupe 

184,     4°:     i83,     >g 

qui  peut  être  représenté  ainsi 

4°  Que  si  N  est  un  nombre  premier,  on  aura  deux  chaînes  :  la 
chaîne  ouverte  englobera  tous  les  résidus  du  troisième  degré, 
tandis  que  la  chaîne  circulaire  contiendra  un  groupe  r/,  b}  a  -j-  i , 
b  -+-  1 ,  composé  de  quatre  résidus  du  degré  N,  les  deux  autres 
résidus  de  ce  degré  étant  les  termes  1  et  —  1  de  la  chaîne  ouverte. 

Vav  exemple,  pour  m  =  3i  =  6.  5  +  1 ,  on  a  deux  chaînes  : 

4.     8,       23,     27. 
17,     11,     20,     1  [. 


A. 

1, 

', 

3o, 

3o; 

2, 

.<;. 

i5, 

'0 

B. 

1     3> 

< 

2 1 , 

10, 

28; 

6, 

26, 

5. 

25 

/   12, 

.3, 

18, 

",): 

>\- 

22, 

9i 

7 
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Les  dix  termes  de  la  chaîne  A  sont  résidus  du  troisième  degré, 
et  les  ternies  G,  26,  5,  2."i  de  la  chaîne  B  sont  résidus  du  cinquième 
degré,  el  comme  le  module  3i  est  de  la  forme  \ih — 5,  le 
nombre  3  est  non-résidu  quadratique,  et  par  conséquent  il  est 
racine  primitive,  ainsi  que  son  associé  21  et  les  deux  premiers 
termes  de  tous  les  groupes  de  la  chaîne  B,  excepté  G  et  26,  qui 
sont  résidus  du  cinquième  degré. 

Généralement,  pour  m  =  \h  —  1,  si  h  est  pair,  comme  cela  a 
lieu  pour  m  =  3 1  =  4  •  8  —  1 ,  ce  sont  tous  les  premiers  ou  tous  les 
derniers  termes  des  groupes  qui  sont  racines  primitives,  sauf  ceux 
qui  sont  résidus  de  degrés  impairs,  et  au  contraire,  si  h  est  im- 
pair, ce  sont,  à  tour  de  rôle,  les  premiers  et  les  derniers  termes 
des  groupes  consécutifs  qui  sont  racines  primitives,  comme  cela 
a  lieu  pour  m  =  \?)  =  4*  1 1  +  1  • 

C'est  d'après  les  caractères  que  nous  venons  de  signaler  et 
quelques  autres  moins  saillants,  que  l'on  reconnaîtra  dans  des 
chaînes  fermées  les  résidus  de  tous  les  degrés.  Après  les  avoir 
éliminés,  on  aura  les  racines  primitives.  Il  est  facile  d'appli- 
quer ce  procédé  aux  modules  de  toutes  les  formes,  telles  que 
m  — 8//. +  1,  12/1 +  1,  ...  et  à  d'autres,  où  le  nombre  (m  —  1) 
contient  plusieurs  facteurs  différents,  mais  nous  ne  le  ferons  pas 
pour  ne  pas  sortir  des  limites  assignées  à  ce  Mémoire.  Il  nous 
semble  que  ce  procédé  permettra  de  découvrir  les  racines  primi- 
tives, ainsi  (pie  les  résidus  de  tous  les  degrés,  beaucoup  plus  ra- 
pidement que  les  méthodes  dont  nous  avons  parlé  au  n°  1. 

9.  Pour  compléter  ce  Mémoire,  disons  quelques  mots  d'un 
autre  procédé,  mentionné  par  quelques  auteurs,  qui  permet  de 
découvrir  sans  essais  les  racines  primitives  des  modules  de  la 
forme  \h  —  1.  Ce  procédé  est  fondé  sur  le  théorème  suivanl  : 

Pour  tout  module  />/  =  \ k — 1,  si  Von  multiplie  deux 
nombres  complémentaires  à  ///,  tels  que  a  et  m  —  a= — <i.  le 
produit  a(m — a)  = — a-  sera  racine  primitive,  dans  le  cas 
où  l'un  de  ces  nombres  est  racine  primitive. 

En  effet,  ^<>ii  g  une  racine  primitive  de  m  <-i  <i  uu  :  en  chan- 
geanl   les  M^iics  on    h  uni        '/  gh      g  -        .  el  en  multi- 
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m      1        , 

pliant     ces    deux     congruences    on     trouvera         ai:=g 

Si  a  est  racine  primitive,  l'exposant /.  est  premier  avec  ///       i, 

et   comme   -     —  =  in — i     n.  a    pas    de    lactenr    2,    1  exposant 
-\-ik  sera  aussi  premier  avec  [m       i),  et  par  conséquent 

le  produit  a  (m  —  a)  =  —  a-,  que  nous  désignerons  par  a( .  sera 
également  racine  primitive  <lc  ///. 

En  répétant  celte  opération  jusqu'à  ce  qu'on  retrouve  l'un  des 
nombres   initiaux    a  ou  {m       a)  a,    on    aura    une   suite  de 

produits 

—  a2       t/f.  • — rt'f     a-,.  -    a'\       a..  .  ...  af  =±  a. 

Dans  ce  cas,  aucun  des  nombres  «(,  a,,  «3,  •  ••  ne  sera  associé 
d'aucun  autre  nombre  de  cette  suite,  (/est  évident,  car  en  prenant 
deux  termes  quelconques  de  cette  suite 

atr'2lk  ..       —  rrVk 

l  —  ft  )  Uj  —  61 

et  en  les  multipliant,  on  aura 

ataj  =  g 


=    o-iî'  •-><  k 


Comme  À  est  premier  avec  (m  —  1),  le  produit  (2'+  iJ)k  ne 
peut  pas  être  égal  à  m  —  1  =  0,  et  par  conséquent  la  congruence 
ai  et  cij  =  gm~x  ==  1  est  impossible.  Donc,  les  termes  a,-  et  <ij  ne 
peuvent  pas  être  associés  entre  eux.  Soit  b  l'associé  de  a.  For- 
mons sa  suite 

—  b*=bt\         ~b\    =  è2,         —bl  =  b3,         ...,         —b}=±b. 

Ces  nombres  b\ ,  />;>,  63,  ...  seront  respectivement  associés  de 
ai,  <7o,  <7:i Donc  les  racines  primitives  sont  toujours  re- 
parties entre  une  ou  plusieurs  paires  de  suites. 

Eclaircissons  ceci  par  un  exemple.  Soit  m  =  43  =  2. 3. 7  -+- 1. 

Eu  commençant  par  n'importe  quels  nombres,  on  aura  cinq 
Milles  : 
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A.  2.41  =39,       39.  i       27,  27.16 

B .  22. 21  =  3; ,  3-2.U-8,  8.35  =  22 . 
|  3.40  34,  34.9  ••  5.38  =  18, 
/    [8.25       '<>.      20.23     =  3o,  3o.i3=3. 

j    29.14  T(J.  19.24  =  26,         26.17=t2, 

'I     12.31=28,         28.15=33,         33.IOHH29. 

1-;.        6.37  =  8,         7.36  =  3;. 

Comme  43  a  12  racines  primitives,  il  est  clair  qu'elles  forment 
les  suites  C  et  D  et  sont 

34,     j,     iS,     20.     3o,     3;         19,     26,     [2,     28,     33,     3g. 

Pour  m  =  21  1  —  2.3.5.7  +  1,  il  j  a  48  racines  primitives,  qui 
se  répartissent  entre  quatre  suites  de  \a  produits.  Mais  ce  pro- 
cédé est  moins  expédilif  que  le  procédé  général  exposé  plus  haut. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 

SÉANCE  DU  8  NOVEMBRE  1893. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    HU.MBERT. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  1VI.  Henri 
Fleury,  présenté  par  MM.  Delannov  et  D.  André;  M.  Lecornu, 
présenté  par  MM.  Haton  de  la  Goupillière  et  L.  Lévy;  M.  Gaston 
Martin  cl  M.  Amédée  Wagner,  présentés  par  MM.  Laisant  et 
d'Ocagne. 

Communications  : 

M.  Guyou  :  Sur  les  équations  du  clapotis. 

M.  Kœnii;s  :  Sur  une  équation  fonctionnelle. 

M.  kn-nigs  :  Sur  1rs  aires  des  podaires  d' une  courbe  fermée 
convexe  et  de  sa  développée,  prises  par  rapport  au  même  /><>i/it. 

M.  Humbert  :   Sur   les   surfaces  représentables  point  pur 

point  sur  le  pion. 

M.  Humberl  :  Sur  les  courbes  algébriques  tracées  sur  les 
surfaces  algébriques. 
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\! .  Touche  fail  la  Communication  suivante  : 

Transformation  de  l'équation  de  continuité  en  Hydraulique. 

Pour  établir  L'équation  de  continuité  en  Hydraulique,  on  consi- 
dère un  petit  parallélépipède  rectangle  MCFBAEGD  donl  le  som- 
mel  est  M. 

Soit  c,  la  vitesse  en  M  de  la  trajectoire  fluide  qui  passe  par  ce 
point  à  l'instant  /.  Appelons  P  le  plan  oscillateur  de  cette  trajec- 
toire <'t  P'  un  plan  perpendiculaire  au  plan  I'  el  passant  parle 
premier  élémenl  de  trajectoire. 

appelons  s  une  longueur  de  trajectoire  comptée  à  partir  du 
point  M,  s'  mie  longueur  comptée  à  partir  du  même  point,  sur  la 
courbe  normale  à  tontes  les  trajectoires  qu'elle  rencontre  et  tan- 
gente à  leurs  plans  oseula  leurs,  s"  une  longueur  comptée  sur  la 
courbe  normale  à  toutes  les  trajectoires  qu'elle  rencontre  et  nor- 
male à  leurs  plans  osculateurs;  ds  sera  un  élément  de  trajectoire, 
ds'  un  élément  de  normale  principale  à  la  trajectoire  et  ds"  un 
élément  de  binormale. 

Soient  a,  <t\  a"  les  cosinus  directeurs  de  ds  ;  A,  b\  b"  ceux  de 
ds',  et  c,  c' ,  c"  ceux  de  ds" . 

Nous  nous  proposons  de  développer  les  trois  derniers  termes 
de  l'équation  de  continuité.  Pour  cela,  nous  commençons  par  y 
remplacer  //,  v  et  w  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  c,,  <■/,  <i\  a". 
Pour  développer  le  premier  terme  du  trinôme  ainsi  obtenu,  nous 
considérons  le  plan  P  qui  contient  l'élément  ds;  nous  abaissons, 
du  sommet  A  i]u  petit  parallélépipède,  une  perpendiculaire  sur  le 
plan  P.  Du  pied  de  celle  perpendiculaire,  nous  abaissons  dans  le 
plan  P  une  perpendiculaire  sur  ds.  Nous  faisons  une  transforma- 
lion  de  coordonnées;  nous  avions  les  axes  coordonnés  suivant 
M  \,  MB,  MC;   après    la    transformation,   nous    les  avons   suivant 

(/s,  ds1  et  ds" .    Mors,  en   remarquant   que    l'on  a  —  —  a.  -=-  =  Z>, 

1  '  (/.r  il.r 

ds"  , 

— —  =  c,   nous  obtenons 

dx  ' 

dp  <Io  (1-j 

a?V\    ,'-  -h  abv\  ~  -  -  ac\?\  -— 

ds  ds  as 

pour  la  dérivée  de  aav{  par  rapport  a  x  en  ne  faisant  varier  que  p. 

Nous  obtenons  de  même  la  dérivée  de  pat>(  par  rapport  à  x  en  ne 

xxi.  9 


-   130 
faisant  varier  que  V\ ,  puis   sa  dérivée  en   ne  faisant  varier  que  a. 
Cette  dernière  dérivée  cou  tien  I    ,  7  el    r.  que  nous  allons  rempla- 
cer par  d'aulres  quantités. 

A  partir  du  point  M,  considérons  l'élément  ds' ;  au  point  M 
l'élément  de  trajectoire  est  ds;  soil  (h  l'élément  de  trajectoire  qui 
passe  par  l'autre  extrémité  de  ds'\  projetons  ce  dernier  élément 
sur  le  plan  P;  appelons  oz  l'angle  formé  par  celle  projection  avec 
l'élément  ds  et  ojîi  l'angle  formé  par  l'élément  dz  avec  sa  projec- 
tion sur  le  plan  I\ 

A  partir  du  même  point  M,  considérons  l'élément  <W  ;  au  point 
AI  l'élément  de  trajectoire  estr/.ç;  soil  dn'  l'élément  de  trajectoire 
qui  passe  par  l'autre  extrémité  de  ds"  ;  projetons  ce  dernier  élé- 
ment sur  le  plan  P';  appelons  o'y.  L'angle  formé  par  celle  projec- 
tion avec  l'élément  ds  et  8'^'  l'angle  formé  par  l'élémenl  d?'  avec 
sa  projection  sur  le  plan  P  . 

La  considération  de  triangles  sphériques  nous  donne 

da  _        ,   Sa  83 

ds  <is  ds 

da  S'a  o'3' 

ds"  ds"  ds" 

Nous  remplaçons  -r-,  et  -7-7,  par  ces  valeurs  dans  la  dernière  déri- 
1  as        as    l 

vée  partielle  considérée. 

Pour  développer  le  deuxième  terme  du  trinôme,  nous  considé- 
rons toujours  le  plan  P  qui  contient  l'élément  ds]  mais,  au  li<  u  <le 
considérer,  comme  précédemment,  le  sommel  \  < I u  petit  parallé- 
lépipède, nous  considérons  le  sommet  15.  De  Ce  sommet,  nous 
abaissons  une  perpendiculaire  sur  le  plan  P;  i\\\  pied  de  celte  per- 
pendiculaire, nous  abaissons  dans  le  plan  I'  une  perpendiculaire 
sur  l'élément  ds.  A  la  suite  d'un  change  m  en  l  d'axes  coordonnés, 
nous  obtenons  la  dérivée  de  pa'^  par  rapport  à  r.  en  faisant  va- 
rier successivemenl  p,  e(  el  a';  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  a' 

da'         da'  ,  ,         f  ■       02 

contienl        r  et  -j   ,  que   nous   remplaçons   par  des  louchons  de  -y-,, 
ds        as    '  '  ,/s 

\,  S  fj  S  1   Q  • 

.  J'J-,  '  •'  nar  la  considération  de  triangles  sphériques. 

ds"    ds'    ds"   '  .11 

Pour  développer  le  troisième  terme,  nous  considérons  le  som- 
mel i\  du  peiii  parallélépipède. 
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Le  développement  du  deuxième  el  celui  du  troisième  peuvenl 
s'obtenir  au  moyen  de  celui  du  premier,  en  \  remplaçanl  a.  I>.  c, 

fllt  III  I        'I"'  I  I  II         I  II  H       '!"''  ! 

— -  par  a  ,  O  ,  C  ,     ,     pour   le  second   e!    p;ir  a  .   h      r      — —  i le 

</.v   '  as   '  '  as    ' 

troisième. 

Le  trinôme  ainsi  développé  a  trente-trois  termes  <|ni  se  rédui- 

senl  à  quatre  ci  l'équatiou  de  continuité  devient 

<h  ils  dv\  07  S'a 

c//  as       '    .-/.s        '       ^/.v        '       >/s 


SÉANCE    DU   22    NOVEMBRE    1893. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    KUMBERT. 


Elections 


Soni  élus  à  l'unanimité  :  M.  Burkhardt,  présenté  par  MM.  J. 
Tannery  el  Kœnigs;  M.  Lancelin,  présenté  par  MM.  Laisanl  et 
Chàilan . 

Communications  : 

M.  Fourel  :  Sur  le  théorème  des  aires  dans  le  mouvement 
(V  un  point  matériel. 

M.  Humberl  :  Sur  une  surface  du  sixième  ordre  et  sur  la 
fonction  flièta  à  plusieurs  variables. 

M.  Désiré  André  communique  le  théorème  suivant  :  Surir 
nombre  des  séquences  dans  les  permutations  des  n  premiers 
nombres. 

Si  Ton  désigne  par  <rn  la  valeur  moyenne  des  carrés  des  nombres 

de  séquences,  le  rapporl  ~  a  pour  limite,   lorsque  //  croît  indéfi- 

ninient,  la  fraction  - ,  c  est-à-dire  le  carré  de  la  limite  du  rapporl  —  > 
9  n 

où  s,{  est  la  valeur  moyenne  des  nombres  de  séquences. 
M.  Mw  (ii.\iv  adresse  la  Communication  suivante  : 

S/u-  les  systèmes  collinéaires. 
I.    Khini  données  detn  ponctuelles  superposées   projectives  // 
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el  i/t.  au  point  M  de  u  correspond  le  poini  AI,  de  // ,  :  au  point  M, 
de  //  correspond  le  point  M2  de  //,  ;  et  ainsi  de  suite.  On  obtient 
ainsi  une  suite  indéfinie  de  points  M.  M,,  M2,  •  • .,  M,. 

M.  Emile  Weyr  a  démontré  que,  lorsque  i  augmente  indéfi- 
niment, le  point  M/  a  pour  limite  un  des  points  doubles  des  deux 
ponctuelles,  à  la  condition  (pièces  points  soient  réels. 

Ce  théorème  s'étend  évidemment  aux  antres  formes  de  première 
espèce  et,  pins  généralement,  à  deux  formes  élémentaires  quel- 
conques supposées  el  projectives. 

Je  me  propose  dans  cette  Note  de  l'étendre  aux  formes  projec- 
tives de  deuxième  et  de  troisième  espèce. 

2.  Soient  S  etSt  deux  systèmes  plans  supposés  et  collinéàires; 
ces  deux  systèmes  ont  trois  points  doubles,  E,  F,  G,  que  nous 
supposerons  réels.  Les  points  homologues  des  deux  plans  sur  la 
droite  EF  forment  deux  ponctuelles  projectives  dont  les  éléments 
doubles  sont  les  points  E  et  F;  ces  ponctuelles  seront  parfaitement 
déterminées  si  nous  nous  donnons  la  quantité  X",  valeur  constante 
du  rapport  anharmonique  formé  par  les  points  E  et  F  et  par  deux 
points  de  cette  droite,  homologues  dans  les  deux  systèmes  plans 
S  et  E4.  Les  quantités  X  et  A'  déterminent  de  la  même  façon  les 
d'eux  ponctuelles  homologues  situées  sur  les  cotés  FG  et  GE  du 
triangle  EFG.  Ces  trois  quantités  ne  sont  pas  arbitraires;  elles 
sont  liées  par  la  relation  nécessaire 

XÀ'À"      i. 

Si  le  triangle  EFG  est  donné,  ainsi  que  deux  des  quantités  À, 
X'  et  X"  par  exemple,  la  collinéation  des  Acux  systèmes  plans  sera 
parfaitement  déterminée.  Soit  iM,  en  effet,  un  point  quelconque 
de  S;  joignons  FM  et  GM  qui  coupent  respectivement  les  droites 
GE  et  EF  aux  points  g  et  y;  déterminons  sur  ces  mêmes  droites 
deux  points  '.p,  et  y, ,  par  les  égalités  anharmoniques 

in  fGEcps),)      >.'. 

I  0  (EFYÏ0      ''■"■ 

Le  point  M,,  commun  aux  droites  F»(  el  Gv(  sera  évidemment 
l'homologue  de  M  dan-  le  système  ï,. 
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Ceci  posé,  supposons  qu'au  poinl  M,  de  -  corresponde  le  poinl 
\\  ,  de  ï,  ;  au  point  M,  de  ï,  le  poinl  \l;t  de  S(  ;  el  ainsi  de  suite. 
On  obtient,  par  ces  opérations  successives,  nue  suite  indéfinie  de 
points  \l,  M,,  M2,  ....  M,,  ....  Proposons-nous  de  déterminer  la 
position  limite  du  point  M,,  lorsque  i  augmente  indéfiniment.  Les 
droites  FMj  et  GM,  coupanl  respectivement  les  côtés  GE  et  EF 
aux  points  ®i  cl  y/,  nous  avons  les  relations  suivantes  : 

I  (GE«p«pO      =  X', 
(3)  J  (GE?1?2)    =  X\ 


(GE<pj_içt)  =  X'. 

(EFyYi)       =  X", 
J  (EFYiy2)     =  X", 

| 

\   (EFY»--iYi)=  *■"• 

Multiplions  membre  à  membre  toutes  les  égalités  (3)  et  toutes 
les  égalités  (4)î  nous  obtenons  ainsi  les  deux  relations  suivantes  : 

(GE«pçp/)  =  X''J  (EFYY/j  =  À"''. 

Supposons  que  les  deux  quantités  V  et  V  soient  différentes  de 
l'unité;  plusieurs  cas  peuvent  alors  se  présenter. 

Premier  cas  :  )/>i,  X"^>  i.  Les  deux  quantités  Vi  ei  '/."' 
augmentent  indéfiniment  avec  /,  les  points  <p,-etyt-  tendent  respec- 
tivement sers  les  points  E  et  F;  le  point  M/  a  alors  le  point  F 
comme  limite. 

Deuxième  cas:),'  <<  i,  X"  <  i.  Les  quantités  Ve  et  X"'  tendent 
vers  zéro;  les  points  cot-  et  y;  ayant  alors  pour  positions  limites  les 
points  G  et  E,  le  point  M/  tend  vers  le  point  G. 

Troisième  cas:  X'  >  i ,  X'<^i.  Alors  o,-  et  y,  tendant  vers  le 
même  point  E,  ce  point  est  aussi  la  limite  du  point  M,. 

Quatrième  ras  :  X'<^  i,  X"^>  i.  Dans  ce  cas,  le  point  M, 
tendra  vers  l'un  des  deux  points  G  ou  F,  suivant  que  X  sera  plus 
grand  ou  plus  petit  que  i. 

Si  X  =  i ,  on  voit  immédiatement  que  les  deux  systèmes  plans  1 
et  ï,  sont  homologiques;   le  point   E  étanl   le  centre,  et  FG  l'axe 
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d'homologte.  La  position  limite  du  point  M  est  alors,  suivant  la 
valeur  Je  X',  soit  le  point  E,  soit  le  point  d'intersection  s  de  EM 
avec  FG.  Un  cas  particulier  correspond  aux  valeurs  A  =  i , 
X'=  —  i ,  \"=  —  i  ;  les  deux  svstèmes  homologiques  sont  alors  en 
involu'lion,  et,  deux  points  homologues  M  et  AL  se  correspondant 
doublement,  la  suite  indéfinie  des  points  M/  se  compose  de  ces 
deux  points  se  reproduisant  périodiquement. 

Enfin  il  est  impossible  que  deux  des  quantités  A,  a'  et  à"  soient 
égales  à  i  ;  car  les  deux  systèmes  S  et  S,  coïncideraient  dans  leur 
ensemble. 

Notis  voyons,  en  résumé,  que,  si  le  triangle  des  points  doubles 
est  réel,  le  point  Al/  tend  toujours  vers  l'un  des  sommets  de  ce 
triangle. 

Ce  théorème  s'étend  immédiatement  aux  autres  formes  de  se- 
conde espèce,  par  exemple  à  deux  gerbes  concentriques  collinéaires, 
et  aux  cordes  d'une  même  cubique  gauche  se  correspondant  ho- 
mographiquement. 

3.  Le  théorème  analogue  pour  la  forme  fondamentale  de  troi- 
sième espèce  se  démontrerait  de  la  même  façon  que  dans  le  pa- 
ragraphe 2.  Nous  en  donnerons  seulement  l'énoncé  :  Soient  deux 
espaces  collinéaires  S  et  S,  ayant  leurs  quatre  points  doubles 
réels  et  formant  un  tétraèdre  EFGH.  Au  point  Al  de  2  cor- 
respond un  point  M,  de  2,  ;  au  point  Al,  de  2  correspond  un 
point  \L  de  S,  ;  et  ainsi  de  suite.   On  forme  ainsi  une  série 

indéfinie  de  points  M,  M,,  AL,  ...,  Al/ Le  point  M,  tend, 

lorsque  i  augmente  indéfiniment^  vers  l'un  des  sommets  du 
tétraèdre  EFGH. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Sur  des  couples  de  surfaces  applicables  : 
par  l\l .  Tu.  CarONWET. 

I.  Étant  données  deus  surfaces  applicables  l'une  sur  I  autre.  l;i 
distance  VL  M2  des  points  correspondants  varie  en  général  avec 
la  position  de  ces  points  sur  les  surfaces  qu  ils  décrivent 
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Nous  nous  sommes  demandé  s  il  exislail  des  couples  de  surfaces 
applicables  pour  Lesquelles  cette  distance  fui  constante.  La  solu 
lion  de  cciic  question,  que  nous  donnons  ici,  montre  «pie  notre 
hypothèse  était  plausible;  il  existe,  <'n  effet,  des  surfaces  appli- 
cables l'une  sur  l'autre  el  telles  <|iie  la  distance  Mt  M2  de  deux 
points  correspondants  esl  invariable. 

Ces  surfaces  peuvenl  se  diviser  en  deux  groupes.  Les  coordon- 
nées rectangulaires  d'un  poinl  quelconque  d'une  surface  du  pre- 
mier groupe  dépendent  de  deux  fonctions  arbitraires  d  arguments 
différents. 

Les  surfaces  du  second  groupe  sont  réglées  el  se  correspondent 
par  génératrices  parallèles  el  de  même  sens;  elles  dépendent  de 
deux  fonctions  arbitraires  d'un  même  argument. 

Vu  point  de  vue  de  la  déformation,  ce  dernier  résultat  n'esl 
pas  nouveau;  M.  Beltrami  a  montré  effectivemenl  <pi7/  existe 
toujours  deux  surfaces  réglées  applicables  l'une  sur  Vautre 
et  dans  lesquelles  les  génératrices  correspondantes  sont  paral- 
lèles et  de  même  sens  ('). 

2.  Soient  deux  surfaces  (  M|),  (M2)  applicables  l'une  sur  l'autre 
et  telles  que  la  distance  M,  M2  des  points  correspondants  soit  con- 
stante  et  égale  à  /. 

Appelons.r( ,  y, ,  z{\  x<>,  r2,  s2  les  coordonnées  des  points  M,  ,M2; 
x,  y,  z  celles  du  milieu  O  de  la  droite  qui  les  joint,  et  ;,  ïj,  Ç  les 
cosinus  directeurs  de  celte  droite.' 

Nous  aurons 

l  •''!,  ri-  S|=  x,y,  s    :    (|,  r„  Z)-, 

i 

x.y.   i'...  z-,  =  x,  y.  z  —  (?,  r.,  £)  -• 

Les  deux  surfaces  en  question  (''tant  applicables  l'une  sur 
l'autre,  il  vienl 


(2)  Qdxdï  =  o. 


(»)   Voir  »'■■    Darboux,   Leçons    wï  la    Théorie  générait    des  sur/aces.  Troi- 
sième Partie,  p.    ';is- 


V 

1  = 

i  — 
1  - 

-•»?'    - 

O&z 

d.r 
dï  = 

o, 

Q  djj    dx 
&df  dp  ~ 

o. 

kJ  'h. 

O.r 

s 

d\   dx 
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Pa*  conséquent,  la  surface  lieu  du  milieu   O  correspond  à  la 
sphère  par  orthogonalité  dos  éléments;  et,  après  avoir  posé 

t  -  *  ~  ?  r-/g-P  r-'—P 

'        H-«P'  '  ~     i  +  ap'  ^  _  i  +  a3r 

nous  aurons 

(3) 
(4) 
(5) 

Les  équations  (3)  et  (4)  s'écrivent  encore 

da  oa  '  da 

m*àx        ..  .    dy  d.3 

et  nous  donnent  après  intégration 

(3)'  (i— p»)a? h- «(!■+- PsXr  —  aP*=  B(P), 

(4)'  (i  —  ol-  )x  —  i(n-  a2  )_y  —  2a^  =  A(a). 

Quanl  à  l'équation  (5),  on  peut  l'écrire 

O  ete  dp  *  ~~  2  o%  O  'r  dp  +  2  dp  O  '' 

ou  bien,  en  tenant  compte  des  équations  (3)'  et  (4)'  qui  per- 
mettent d'exprimer  le  second  membre  exclusivement  en  fondu  m 
de  «  et  de  (3, 

/  |  «  _  p  )*  +  i(P  -  *)7  -  (i  -  *P  )  a 

Ci  -+-  a3>  S  x 

=         ,    p;(A'+B')--A--l». 

I  2  2 

Les  coordonnées  ./■,  >-.  ;  de  toul  point  de  la  surface  (O)  seront 
donc  fournies  par  les  trois  équations  linéaires  (3)',  |  j  i  ei  (5)'. 

I.e>  formules  (i)  feront  connaître  ensuite  les  surfaces  i  M,  > 
el  (M2). 

La  recherche  des  surfaces  focales  de  la  congruence  rectiliene 


-  137  - 

(M,Mj)  présente  quelque  intérêt.  Examinons  donc  commenl  sonl 

distribues  les  points  locaux  sur  la  droite  M(  Mj. 

Nous  avons  pour  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 

droite  M,  M2 

X,  Y,Z  =  x,y,  z  --!-(;,  ï),Ç)p- 

Les  développables  dv  la  congruence  sont  définies  par  I  équation 
qu'on  obtient  en  éliminanl  p  entre  les  équations 

</./■      p  il\       dy  -+-  p  dl\  __  f/c  4  p  -/;: 
S  ~ ^~  — ç       ' 

ce  qui  donne,  en  ayanl  égard  à  l'identité  (2  |, 
ou 

rfarfp       ... 

Les  développables  en  question  correspondenl  donc  aux  géné- 
ratrices rectilignes  de  la  sphère,  et  nous  avons  pour  les  p  des 
points  focaux 

Sô.r  ô\  C\  O.r   •': 

di  dï  0^3  dâ 

?1  -      n"3T~55  '        '""  "   ~  O  <%_  '3  ' 

O  ^.  d$  V  dz  d$ 

L'équation  (5)  nous  montre  d'ailleurs  que  l'on  a 

P«  =  — pil 
par  conséquent,  les  points  focaux  sonl  équidistants  du  milieu  O. 

3.  Dans  l'analyse  précédente,  nous  avons  supposé  dès  le  début, 
en  partant  de  l'identité  (2),  que  les  droites  M,  M2  étaient  sus- 
ceptibles d'avoir  une  direction  quelconque,  c'est-à-dire  que  le 
point  (£,7i,  Ç)  pouvait  occuper  toute  position  sur  la  sphère  de  rayon 
unité;  il  convient  maintenant  d'étudier  le  cas  où  ce  point  décrit 
seulement  une  courbe  sphérique  (3  =y(a).  La  surface  (O)  qui 
correspond  à  cette  courbe  par  orthogonalité  des  cléments  sera 
nécessairement  une    développable. 

D'ailleurs,  l'équation  (2)  nous  donne 

*        T-M''''  -o 
doc       '    oï)  da 


S  ^ 

S (55  p'^)^  " 
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et,  en  reprenant  le  calcul  indiqué  plus  haut  pour  la  recherche  des 
développables  de  la  congruence  (.M,  AL),  on  voit  que  les  dévelop- 
pantes d'une  famille  sont  données  par  [îi  =  const.  Elles  corres- 
pondent   donc    aux    génératrices    de    la    développable    (O).   On 

reconnaît  en  outre  aisément  que  les  points  focaux  relatifs  à  ces 
développables  coïncident  avec  les  milieux  O  des  serments  M,  M-2- 
Pour  achever  la  question,  considérons  la  surface  (O)  et  rappor- 
tons-la aux  courbes  enveloppes  (Y  =  const.)  des  droites  MtM2, 
et  à  leurs  trajectoires  orthogonales  (u  ■=  const.).  Son  élémenl 
linéaire  sera  de  la  forme 

(6)  dsz  =  Aldu*-*-  &d\>*. 

Les  coordonnées  des  points  M|  et  M2  s'écriront 

/     d{  x,   r.  3  i 


,  M 


I  M,) 


./-,.  yu  zt  =  ./•.  y,  3 
a?,,  yt,  z,  -  x,  y.  z 


■>  \         du 
I    0\  x,  r.  z  ) 


:>.  \  Ou 


D'après  l'hypothèse,  les  surfaces  (M,),  (M2)  étant  applicables 
l'une  sur  l'autre,  nous  devrons  avoir  l'identité 

dx\  -+-  dy\  -+-  dz\  =  il./'.,  +-  dy\  —  dz\t 

qui  s  écrit,  après  substitut  ions. 

Développons  et  annulons  les  coefficients  de  du2,  de  dudv  el 
de  dv2  ;  nous  obtiendrons 

Sdx    0    I  i    c)x\   __ 
dv  dv  \A  dû  ' 
SOx    0    /  i    àx  \         n  0.r    0    /  i    dx 
dû  ou  '  Y  dû)  +  O  ou  dv  \À  o7i / 

ou  finalement,  après  réducl ions, 

àA  dC 


à\ 


du 
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Par  conséquent ,  l'élémenl  linéaire  (6)  pourra  s  écrire 

(7  )  r/.s-  -    du-  -+-  'A'2. 

La  surface  focale  (O)  esl  donc  une  développable,  comme  nous 
L'indiquions  plus  haut,  el  les  développables  de  La  congruence 
iM,\L)  sont  constituées  par  les  plans  tangents  d'une  part  et  les 
tangentes    aux   géodésiques  p  =  const.  de  eeiie    surface   d'autre 

part. 

Remarquons  que  ces  géodésiques  coupenl  une  même  généra- 
trice (g)  de  la  surface  (O)  suivant  le  même  angle:  quand  le  point 
milieu  (O)  décrira  la  droite  (g),  les  points  M,  et  M2  décriront 
dans  le  même  sens  deux  droites  (G|)  et  (G2)  parallèles  à  (g)  et 
équidistantes  de  celle  dernière. 

Il  suit  de  là  (|ue  les  surfaces  <  M,)  et  (M2)sont  réglées,  qu'elles 
se  correspondent  par  génératrices  parallèles  cl  de  même  sens. 

Mais,  comme  le  fait  prévoir  leur  mode  de  génération,  les  sur- 
faces réglées  (M,)  el  (M2)  ne  sont  pas  quelconques;  pour  plus 
de  précision,  nous  allons  calculer  les  expressions  de  leurs  coor- 
données rectangulaires. 

Soient 

x  =  «]  u  -t-  b\, 

y  =  azu  -+■  bi. 

z  =  as  u  h-  b3 

les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  développable  (O). 
Nous  pouvons  toujours  supposer 

a'\      ■+■  a\      -t-  a\      =  1, 

a  ]  b\  h  " ,  b'i  -,    a$  b'3  =  0  ; 

el  la  surface  étant  développable,  nous  aurons 

n\   ^  «'.,  _  a'3  _         > 
//,   ~  b,l   ~~  b'3  ~        à 

Pour  ramener  I  élément  linéaire  de  la  surface  (O) à  la  forme  (-) 


—   I  U)  — 
il  faul  effectuer  les  substitutions  suivantes  : 

u' =  ucos(c       m)-h   !  a  9În(t>  -H  m)  dv, 

v  =  u  sin  (  v  -h  /n)  —   /  se  cos(f  ■+■  ///  )dv, 

où  m  désigne  une  constante  arbitraire. 

Ceci  posé,  nous  aurons  pour  les  coordonnées  du  poinl  M( 

dx 

Ou 

i  '}y 

'du 

S,  =   a 3«-f-6 3-f-   -y. 
0M 


.r,  —  a«  «  —  ôi-f--  [«i  cos  (f  -+-  /"  )  —  a'i  sin(  p  -4-  m)], 
i  M  |  i  '  ^i  =  «2 a  -i-  £»2 H —  («ocomi'  +  m  >  —  a's  sinl  v  -H  /m)|> 

f   Zi  =  a%u-v-  b3~\-  -[a8cos(f-     //m  —  a'3sia(c  -+-  m)]. 

Les  coordonnées  du  point  M2  s'obtiendront  en  changeant  /en 
— ■  /  dans  les  expressions  des  coordonnées  de  M,. 

Les  surfaces  réglées  (M|)  et  (ML>)  dépendent  donc  des  deux 
fonctions  arbitraires  qui  définissent  la  développable  (O). 


Sur  les  équations  du  clapotis;  par  AL  E.  Gnyoi  . 

Le  seul  mouvement  oscillatoire  des  liquides  dont  on  connaisse 
exactement  les  lois  est  celui  de  la  houle  dans  (\v>  eaux  de  profon- 
deur infinie.  Je  me  propose  de  montrer  que  Ton  peut  exprimer 
également  celles  du  mouvement  connu  sous  le  nom  de  clapotis. 

M.  Boussinesq  a  étudié  ce  phénomène  dans  le  cas  où  la  hauteur 
des  omles  est  petite  relativement  à  leur  longueur,  et  a  donné  des 
équations  qui  satisfont  à  une  grande  approximation  à  la  condition 
de  continuité  et  à  celle  de  La  surface  libre. 

Dans  le  mouvement  exprimé  par  ces  équations,  de  même  que 


-   Kl   - 

«huis  la  houle,  les  molécules  apparlenanl  à  une  même  couche 
horizontale  d'équilibre  sonl  réparties  à  chaque  instanl  sur  le  con 
tour  d'une  trochoïde  d'autanl  plus  aplatie  que  la  couche  esl  plus 
profonde,  et  celles  qui  appartiennent  à  une  même  ligne  verticale 
sont  situées  à  l'extrémité  de  rayons  parallèles  des  cercles  généra- 
teurs. 

i);ins  la  houle,  chaque  molécule  décrit  son  cercle  d'un  mouve- 
menl  uniforme,  de  sorte  que  les  ondes  trochoïdales  conservenl 
la  même  forme  el  se  transportent  avec  une  vitesse  constante. 

Dans  le  clapotis,  le  rayon  sur  lequel  se  trouve  chaque  molé- 
cule reste  parallèle  à  lui-même,  el  la  molécule  est  animée  sur  sa 
direction  d'un  mouvement  pendulaire.  Il  en  résulte  que,  dans 
une  demi-période,  les  couches  de  même  profondeur  prennenl  la 
forme  de  trochoïdes  de  plus  en  plus  aplaties  jusqu'à  la  forme  rrc- 
tiligne,  et,  dans  la  demi-période  suivante,  les  trochoïdes  se  ren- 
versent, présentant  leurs  crêtes  aux  points  où  se  trouvaient  précé- 
demment les  creux  et  réciproquement.  Chacune  d'elles  subil  ainsi 
des  déformations  périodiques  offrant  une  grande  analogie  avec 
celles  des  cordes  vibrantes. 

Li is  rayons  sur  lesquels  oscillent  les  molécules  ne  restent  pas 
immobiles.  11  faut,  en  elfet,  que  chaque  trochoïde  limite  au- 
dessous  d'elle  un  volume  constant,  et,  par  suite,  que  le  centre  du 
cercle  générateur  reste  situé  au-dessus  de  la  couche  de  repos  à 
une  hauteur  égale  au  quotient  de  la  surface  du  cercle  par  la  lon- 
gueur de  Tonde,  c'est-à-dire  à  une  hauteur  proportionnelle  au 
carré  du  rayon.  Il  résulte  de  là  que,  par  rapport  à  des  axes  ayant 
pour  origine  la  position  de  repos,  el  dirigés  l'un  verticalement  et 
l'autre  parallèlement  au  rayon  de  la  molécule  considérée,  I  ab- 
scisse, c'est-à-dire  le  rayon,  est  proportionnelle  à  la  racine  carrée 
de  l'ordonnée  :  la  trajectoire  est  donc  une  parabole  dont  l'axe  est 
vertical. 

Ces  résultats  sont  conformes  à  ceux  qu'a  obtenus  M.  Mare\ .  par 
sa  méthode  chronophotographique,  dans  les  expériences  remar- 
quables signalées  à  l'Académie  le  Ier  mai  [893. 

L'accord  cuire  les  résultats  de  M.  Boussinesq  el  ceux  de  l'ex- 
périence est  si  frappant  qu'il  était  vraisemblable  qu'une  très  petite 
modification  aux  b»i^  données  suffîrail  pour  les  amener  à  satisfaire 
rigoureusement  aux  conditions  du  problème.  On  \  arrive,  en  effet. 
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en  substituant  une  fonction  elliptique  à  la  fonction  circulaire  qui 
exprime  le  mouvement  oscillatoire  des  molécules  sur  leurs  rayons 
respectifs.  Traduit  géométriqinement,  le  mouvemeni  rectiligne,  au 
lieu  d'être  celui  de  la  projection  d'un  point  qui  décrit  un  cercle 
uniformément,  esl  relui  d'un  point  qui  décrit  le  contour  d'une 
ellipse  avec  une  vitesse  linéaire  constante. 

Si  Ion  désigne  par  X  et  Y  les  coordonnées  horizontale  el  ver- 
ticale de  la  position  de  repos  d'une  molécule,  et  par  x  et  y  celles 
de  la  position  à  un  instant  douar,  dans  le  phénomène  de  la 
houle,  on  a  les  relations 


X 


(0 


.    ait 
r  sin  -j-  X, 


y  =  Y  -+-  /■  cos  -7-  X 
J  L 


Ttr2 

17 


L  représente  la  longueur  des  ondes,  r  le  rayon  orbitaire  corres- 
pondant à  la  profondeur  Y-,  celle-ci  est  mesurée  à  partir  de  la 
surface  libre  de  repos.  Enfin  la  valeur  de  r  dépend  du  rayon  R 
correspondant  à  la  surface  libre;  la  loi  de  cette  dépendance  s'ex- 
prime au  moyen  d'une  variable  auxiliaire  z  par  les  deux  équa- 
tions 

( 


Re 


■ 


7tR« 


.  irn*        Tir- 


où  sreprésente  la  distance  du  centre  orbitaire  de  la  molécule  con- 
sidérée au  centre  orbitaire  île  la  molécule  superficielle  appartenant 
à  la  même  ligne  verticale. 

Il  est  facile  de  s'assurer  cpie,  dans  la  déformation  résultant  du 
passage  des  molécules  des  positions  X,  ^  aux  positions  ■>  .  J  • 
les  éléments  correspondants  conservenl  la  même  surface,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ;i 

il.r  dy        (/'■  dy 

d%  is    cîs  2%  _l' 

el  cela  quelle  que  soit  la  valeur  de  I». 

Par  Mille,  on  peut.  dans  le  système  d'équations  (1)  et  (a),  sup- 
poser que  l!  esl  une  fonction  périodique  arbitraire  du  temps  sans 
que  cette  propriété  cesse  de  subsister,  et  l'on  aura  ainsi  un  mou- 


vemenl  oscillatoire  dans  lequel  la  condilion  de  continuité  sera 
sans  cesse  vérifiée.  Il  ne  reste  doue  plus  qu'à  choisir  celte  fonc- 
tion telle  <|ue  la  surface  libre  reste  surface  «le  niveau,  c  est-à-dire 
telle  <|ne  la  résultante  de  la  pesanteur  ci  de  la  force  d'inertie  des 
molécules  superficielles  soil  normale  à  la  surface  libre. 
Celte  condilion  esi  exprimée  par  l'équation 


dv  (         <i-v\ 

dH\8-  dt)=°> 


d.i-    //-  r         dv   [  il1  Y 

7/x  777^ 


les  dérivées  partielles  étant  prises  pour  la  surlace  libre. 

Or  le  mouvemenl  des  molécules  superficielles  est  exprimé  par 
les  équations 

/       \    ;   H  si  m  -r--  V 

J  L  L 

dans  lesquelles  11  est  seul  fonction  du  temps. 
On  obtienl  en  effectuant  les  calculs 

....  d\\  ,    .  . . 

Ln    multipliant    par    2  -y-  ■>    on   obtient    par    une   première   inté- 
gration 

'IK-        '--,..       i-2,>,'/l{2 

T7  H ,-  R2-+-  Vr  '*   tt  =  const. 

dt1  I.  \/1  dt- 

Si  Ton  désigne  par  -■/  la  valeur  maxima  de  \\  dans  le  mouve- 

i    •  i»  <IW  i 

ment,    on    doit    avoir    K  =  </    pour    — -  =  o  ;    par   suite,     la   con- 
stante est 


et  il  vient 


777T  +  -,;   ,H2     "2)+  Trl!27777    =  °" 


En   posant 
(3)  H  —  "  cos ta 


-  Hi  - 
el  substituant,  on  trouve  finalement 

(4)  ,/^/  .       -|:,-'-r^/-L    '''• 

Par  suite,  les  équations  (1),  (2),  (3),  (4)  définissent  un  mou- 
vement qui  satisfait  aux.  conditions  cinématiques  et  dynamiques 
du  problème. 

En  désignant  par  0  le  rayon  du  cercle  dont  le  développement 
esl  égal  à   L,  l'équation  (4)  devient 


(5)  d?\/*+^co**?  =  \/f 


dt. 


Considérons  actuellement  a   comme  le  petit  axe  d'une  ellipse 
ayant  pour  grand  axe 


\/-  F 


Les  coordonnées  d'un  point  de  celle  ellipse  peuvent  être  expri- 
mées par 


11- 
11  ci  1-0,     a  t  /   1  — 


y  i+-s.n?; 
le  petit  arc  d'ellipse  correspondant  à  d<0  a  pour  valeur 

ds  =  a  t  /  sin2  o  -+-  (  1  ,   [  cos2  ç  do 

=  a  i/  1  -+-      ,  COS8œ  do. 
(  )n  ;i  donc,  d'après  l'équation  (5), 

ds-.    a\     ^d,. 

Par  suiie.  le  mouvemenl  oscillatoire  est  celui  de  la  projection 
sur  le  pelil  axe  d  un  poinl  décrivant,  avec  une  vitesse  linéaire 
constante,  le  contour  de  cette  ellipse. 
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SÉANCE  DU  6  DÉCEMBRE   1893. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    POINCABÉ. 

Communications  : 

M.  Laisani  :  l  n  théorème  général  de  Mécanique. 

M.  Lancelin  :  Sur  les  lignes  asymptotiques  de  certaines  sur- 
faces. 

M.  d'Ocagne  :  Un  abaque  général  de  la  Trigonométrie  sphé- 
rique. 

M.  Carvallo  :  Un  théorème  général  de  Statique. 

M.  Fouret  :  Sur  le  mouvement  d'un  point  soumis  à  l'action 
d'une  force  qui  rencontre  constamment  deux  droites  fixes. 

M.  Max  Genty  adresse  la  Communication  suivante  : 
Sur  un   théorème  de  Laguerre. 

Laguerre  a  proposé  dans  les  Nouvelles  Annales  (question 
n°  1481)  le  problème  suivant  : 

On  donne  sur  une  droite  deux  systèmes  de  trois  points  a, 
a' ',  a"  et  6,  b',  b"  qui  font  partie  d'une  division  homo  graphique. 
Sur  ab  comme  diamètre  on  décrit  un  cycle  C  dont  le  sens  est 
déterminé  par  la  condition  qu'au-dessus  de  la  droite  le  point 
décrivant  aille  de  a  en  b;  les  segments  a' b' et  a" b"  déterminent 
de  même  deux  autres  cycles  C  et  C".  Si  l'on  trace  un  cycle 
tangent  à  C,  C  et  C",  démontrer  que  les  points  où  il  coupe  la 
droite  sont  les  deux  points  doubles  de  la  division  homogra- 
phie/ue. 

M.  Laisant,  dans  son  Recueil  de  problèmes  de  Mathématiques, 
reproduit  cette  même  question  comme  n'ayant  reçu  aucune  solu- 
tion. Je  me  propose,  dans  cette  Note,  de  démontrer  élémentaire- 
ment  la  propriété  énoncée. 

Soient  u  la  droite  donnée  et  e,  /  les  deux  points  doubles  des 
divisions  homographiques  déterminées  par  les  trois  couples  de 
xxi.  io 
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points  correspondants  (a,  />),  («',  //)  et  («",  6").  D'après  une 
propriété  connue,  ces  deux  points  <*  et  f  sont  des  points  conjugués 
de  l'involution  I"  définie  par  les  deux  couples  de  points  conjugués 
(<7,  b')  et  (b,  a').  Ces  points  forment  également  un  couple  dans 
l'involution  1'  déterminée  par  les  deux  couples  de  points  («,  b") 
et  (b,  a").  Pour  construire  les  points  doubles  des  deux  divisions 
homographiques  données,  il  suffit  donc,  d'après  cette  remarque, 
de  déterminer  le  couple  de  points  conjugués  commun  aux  deux 
involutions  Y  et  I".  Ceci  posé,  le  point  central  de  l'involution  l'est 
un  point  S'  de  la  droite  u  déterminé  par  la  relation  métrique 

S'aS7/=:  S' b  S' a". 

Ce  point  S' est,  d'après  cette  égalité,  le  centre  de  similitude  des 
deux  cycles  C  et  C".  11  s'ensiiil  que  par  un  couple  quelconque  de 
points  de  l'involution  Y  on  pourra  faire  passer  un  cycle  tangent 
aux  deux  cycles  C  et  C".  Le  point  central  de  l'involution  I"  étant 
de  même  le  point  S",  centre  de  similitude  des  deux  cycles  C  et  C ', 
on  pourra,  par  un  couple  de  points  de  celte  involution,  mener  un 
cycle  tangent  à  C  et  à  C.  Or,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut, 
les  points  e  et  f  forment  un  couple  de  points  conjugués  commun 
aux  deux  involutions  considérées.  Il  suit  de  là  que,  si  par  ces  deux 
points  nous  menons  un  cycle  T  tangent  au  cycle  C  par  exemple, 
ce  cycle  Y  sera  également  tangent  à  C  et  à  C".  Les  points  doubles 
des  deux  divisions  homographiques  données  s'obtiendront  donc 
en  prenant  l'intersection  de  la  droite  //  avec  un  des  deux  cycles  Y 
tangents  aux  trois  cycles  C,  C  et  C".  Les  deux  cycles  Y  que  l'on 
peut  ainsi  construire  sont  symétriques  par  rapport  à  la  droite  u  et 
la  coupent   aux  deux   mêmes  points. 

M.  S.  Mangeot  adresse  la  Communication  suivante  : 

S/u-  une  propriété  des  surfaces  de  symétrie  d'une  quadnque. 

On  peut  se  demander  quelles  sont  les  surfaces  Y  qui  ad  me  lient 
toutes  les  surfaces  de  symétrie  V  d'une  quadrique  donnée  W. 
Le  lieu  des  symétriques  d'un  point  pris  sur  une  surface  I    par 

rapport  a  toutes   le>   surfaces  \    esl   une   Miiïaee  qui  doit   avoir  une 

psrtie  commune  avec  U.  D'un  antre  côté,  ce  lieu  esl  I  une  des 
quadriques   homothéliques  el  concentriques  à   \\  ,   car  celles-ci 


—   Ml  — 

sont  symétriques  aussi  par  rapporl  aux  suifaces  V  :  donc  la  sur- 
face LJ  est  formée  par  une  ou  plusieurs  de  ces  quadriques.  \m-i 
il  n'existe  pas  d'autres  surfaces  ayant  toutes  les  surfaces  de  symé- 
trie d'une  quadrique  que  les  quadriques  concentriques  et  homo- 
thétiques  à  celle-ci. 

D'après  les  formules  que  j'ai  fait  connaître  (')  pour  la  détermi- 
nation des  surfaces  de  symétrie  des  «piadriques,  ce  résultat  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

Les  seules  surfaces  qui  soient  symétriques  par  rapport  à 
chacune  des  sut- faces  de  l'une  des  classes 

sont  respectivement  les  quadriques 

.r'1  y-         :-'2        ,  .r'2  y'2  .. 

h  4 — i =  a, h4-  +  2;  =  A, 

it  t>  c  a  o 

oc  a 

a,  b,  c  désignant  trois  nombres  donnés,  X  un  paramètre  et  'o 
une  fond  ion  arbitraire. 


SÉANCE  DU  20  DÉCEMBRE  1893. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  TOUCHE. 

Communications  : 

M.  Raffy  :  Sur  certaines  fonctions  analytiques  d'une  va- 
riable complexe. 

M.  Fourel  :  Sur  un  mode  de  génération  du  complexe  li- 
néaire. 

(')  Thèse  de  doctorat.  Gauthier-Villars,  r8go 
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M.  Touche  :  Du  mouvement  relatif  des  corps  plongea  dans 

un  fluide. 

jM.  Antomari  :  Sur  certaines  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  réductibles  éi  la  forme  linéaire. 

M.  Max  Genty  adresse  la  Communication  suivante  : 
Des  suites  cyclo-projectives  de  deuxième  espèce. 

1.  Soient  deux  ponctuelles  projectives  et  superposées  u,  u{, 
dont  les  points  doubles  sont  e  et  f.  Formons  la  suite  des  points 
m,  »?, ,  m-2,  •  •  • ,  m/,  .  .  . ,  telle  que  m;  est  le  point  de  //,  homologue 
du  point  m,_i  de  u.  Nous  savons  que  si  les  points  eetysontimagi- 
naires  conjugués,  et  le  rapport  anharmonique  (efinm^  égal  à 
une  racine  imaginaire  nyàme  de  l'unité,  la  suite  (m)  obtenue  sera 
périodique  de  n  en  n\  M.  Clebsch  définit  une  telle  suite  sous  le 
nom  de  suite  cyclo-projective  d'ordre  n.  Nous  nous  proposons, 
dans  cette  Communication,  de  rechercher  s'il  existe  et  si  l'on  peut 
construire  des  systèmes  périodiques  analogues  dans  les  formes  de 
deuxième  espèce. 

2.  Soient  donc  deux  systèmes  plans  collinéaires  S  elS(  dont  les 
points  doubles  forment  le  triangle  efg.  Formons  la  suite  projec- 
tive  des  points  nu  telle  que  mi  est  le  point  de  ï,  homologue  du 
point  nîi_t  de  S,  et  désignons,  pour  abréger,  par  (m)  la  série  de 
points  ainsi  obtenue,  en  partant  du  point  initial  m.  Supposons  que 
nous  projetions  sur  un  même  plan  les  systèmes  X  et  ï, ,  en  F  et  F, , 
de  telle  façon  que  les  projections  des  points/et^  soientles  points 
cycliques  de  ce  plan.  Les  deux  systèmes  F  et  F,  sont  alors  sem- 
blables et  le  point  e  est  projeté  au  centre  de  similitude  <•>  <!«■  pes 
deux  figures.  Si  \ni  est  la  projection  du  point  /»/,  on  reconnaît 
facilement  que  ce  point  s'obtient  en  construisant  sur  (<>;jl/_,  un 
triangle  semblable  à  un  triangle  donné.  On  a  donc  la  relation  an- 
gulaire 

H/_,Ou*=  « 
et  la  relation  métrique 

l  >;/,-  aO(l/-i, 

n  et  y  étant  des  quantités  données. 
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3.  Nous  supposerons  d'abord  que  a  est  une  quantité  différente  de 
l'unité.  Tons  Ich  points  ;;./  obtenus  en  partant  du  point  initial  p., 
forment  la  suite  (;;.),  projection  de  la  suite  (m),  et  sont  évidem- 
ment silués  sur  une  même  spirale  logarithmique  ayant  le  point  O 
pour  pôle. 

Nous  en  déduisons  donc,  par  projection,  que  les  points  de  la 
s/iilc  (m)  sont  situés,  en  général,  sur  une  courbe  transcendante  S, 
projection  de  la  spirale  logarithmique,  et  admettant,  par  consé- 
quent, les  trois  points  c,  /,  g  comme  points  asymptotiques.  La 
spirale  logarithmique  coupant  lotis  les  rayons  vecteurs  issus  du 
pôle  sous  un  angle  constant,  la  courbe  S  peut  se  définir  de  la  fa- 
çon suivante  :  elle  est  telle  que  si  p  est  un  de  ces  points  et  pi  la 
tangente  correspondante,  le  rapport  anharmonique  p(efgl)  est 
constant  et  égal  à  A-,  lorsque  le  point/?  se  déplace  sur  la  courbe. 
Chaque  suite  (m)  détermine  une  courbe  S;  toutes  les  courbes  cor- 
respondantes aux  différentes  positions  initiales  du  point  m  et  pour 
lesquelles  /,-  a  la  même  valeur  forment  un  système  dont  les  carac- 
téristiques sont  [i.  =  i ,  v  =  i  et  qui  est  défini  par  une  équation 
différentielle  de  Jacobi,  admettant  le  triangle  efg  comme  triangle 
fondamental.  Toutes  ces  courbes  sont,  du  reste,  les  seules  qui  se 
transforment  en  elles-mêmes  dans  la  collinéation  des  deux  sys- 
tèmes plans  S  et  S,,  c'est-à-dire  qu'elles  sont  anallagmatiques  dans 
celte  transformation. 

4.  Supposons  maintenant  a  =  i,  l'angle  a  restant  toujours 
quelconque;  les  points  (p.)  sont  alors  situés  sur  le  cercle  G  ayant  10 
pour  centre  et  wij.  pour  rayon.  Les  points  correspondants  (m)  sont 
donc  situés  sur  une  conique  Te  tangente  en  y  et  g  aux  droites  ef 
et  eg;  ces  points  forment  du  reste  sur  Te  une  suite  projective  de 
première  espèce  dont /"cl  g  sont  les  points  doubles.  Le  système 
des  courbes  S  se  résout,  dans  ce  cas,  dans  le  faisceau  des  coniques 
Te.  Nous  pourrons  toujours,  étant  donnés  le  triangle  efg  et  un 
point  ni  de  S,  déterminer  une  i  ri j >  1  o  infinité  de  points  m,  tels  que 
les  points  de  la  suite  (m)  obtenue  en  partant  des  points  initiaux 
m  et  /n,  soient  silués  sur  une  même  conique;  il'suffira,  en  effet, 
de  prendre  le  point  ni  sur  wnc  des  trois  coniques  des  faisceaux 
r,,,  Fy,  l\,,  passant  par/^.  La  collinéation  des  deux  systèmes  plans 
S  et  -i  étant  déterminée  par  le  triangle  efg  et   la  correspondance 
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des  points  m  et  /n,  situés,  par  exemple,  sur  une  conique  du  fais- 
ceau [V;  si  nous  formons  la  suite  (n)cn  partant  d'un  point  initial 
absolument  quelconque  /i,  les  points  obtenus  seront  également 
tous  situés  sur  une  quelconque  des  coniques  du  faisceau  Tf.  Ce 
que  nous  venons  de  dire  n'implique. pas  la  réalité  des  trois  points 
e,  f,  g;  nous  pouvons  supposer  que  le  point  e  seul  est  réel,  les 
deux  autres  étant  imaginaires  conjugués.  Dans  ce  cas,  la  conique 
Te  est  la  seule  réelle  et  constructible,  les  deux  autres  sont  imagi- 
naires. 

5.   Sia=i,a=  — ^— ->  k  étant  un  entier  quelconque   premier 

avec  /?,  la  suite  (pi)  correspondante  est  périodique  de  n  en  n,  et  les 
n  points  distincts  ainsi  obtenus  sont  les  sommets  d'un  polygone 
régulier  de  n  côtés  inscrit  dans  le  cercle  décrit  du  point  to  comme 
centre  avec  ojp.  pour  rayon.  La  suite  (m)  sera  donc  également  pé- 
riodique de  n  en  «,  et  formera  ce  que  nous  appelons  une  suite 
cyclo-projective  de  deuxième  espèce.  Tous  ces  points  sontdu  reste 
situés  sur  une  conique  Te  et  y  forment  une  suite  cyclo-projective 
de  première  espèce  dont/ et  g  sont  les  points  doubles;  ceci  exige 
tout  d'abord,  comme  on  le  voit  immédiatement,  queles points/et 
g  soient  imaginaires  conjugués.  Nous  pourrons  toujours,  étant 
donné  le  triangle  efg,  dont  les  deux  sommets /et  g  sont  imagi- 
naires conjugués,  et  un  point  m  de  S,  déterminer  le  point  m(,  ho- 
mologue dans  S,,  de  telle  façon  que  la  suite  (m)  obtenue  en  par- 
tant des  points  initiaux  m  et  m{  soit  une  suite  cyclo-projective 
d'ordre  n.  Décrivons  en  effet  la  conique  du  faisceau  Te  passant  par 
m,  et  prenons  sur  cette  courbe  un  point  m{,  tel  que  le  rapport 
anharmonique  (fgmnii)  soit,  sur  la  conique,  égal  à  une  racine 
imaginaire  /*icme  de  l'unité  négative;  un  des  points  />/,  ainsi  obte- 
nus résoudra  le  problème. 

La  possibilité  et  la  construction  des  suites  cvclo-projcctives  de 
deuxième  espèce  sont  donc  parfaitement  acquises  et  c'était  là  le 
but  principal  de  celle  Note.  Nous  rechercherons,  dans  une  autre 
Communication,  s'il  existe  des  suites  analogues  pour  les  formes  de 
troisième  espèce. 
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fn  théorème  général  de    Mécanique;  par  M.  C.-A.  Laisant. 

La  proposition  dont  il  s'agit,  et  que  je  crois  nouvelle,  esl  une 
généralisation  de  celle  des  forces  vives.  En  voici  l'énoncé  : 

Soit  un  système  muter  ici  en  mouvement  depuis  le  temps  t0 
jusqu'au  temps  t.  Si  m  représente  la  masse  d'un  quelconque 
des  points  qui  composent  ce  système;  r0  et  v  les  vitesses  de  ce 
point  au  commencement  et  à  la  fin  de  la  période  considérée; 
F  la  force  qui  agit  sur  le  point  m;  F,  une  force  de  même 
direction  appliquée  au  même  point,  niais  dont  la  grandeur  a 

pour  expression  F* — — >  f{v)  étant  une  fonction  arbitraire  de 

la  vitesse;  si  enfin  T(  représente  le  travail  total  des  forces  Fj 
pendant  la  période  considérée,  l'accroissement  de.  la  fonction 
2mf(v)  sera  égal  au  travail  T,,  c'est-à-dire  qu'on  aura 

Zi»/(v)  — Em/(ï»o)  =  Ti. 

La  démonstration,  calquée  sur  celle  de  la  proposition  des  forces 
vives,  est  des  plus  simples.  On  a  en  effet,  identiquement, 

d  f(v)  =  t '(v)dv  =  •  -t-  dv  =  J  -r  ds, 

J  v  J  v    ;  v       dt  v       dt 

ou,  en  multipliant  par  m. 

Or  m -r- représente  la  composante   tangentielle  de  la   force  F. 

!-.  dv   f'(v)  ,  •    n      i     i     r 

Donc  m-r sera  la  composante  tancent  iclle  de  la   orce 

dt      v  [  ° 

v 

ci,  par  conséquent,  le  second  membre  représente  le  travail  élé- 
mentaire de  cette  forceF)  pendant  le  temps  infiniment  petit  dt. 
Si    nous   étendons   i;i    relation   ci-dessus   à   tous    l< is   | >c > i m i s   qui 
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composent  le  système,  nous  aurons  donc 

d[Z/n/(o)]  =  rfTi, 

c'est-à-dire   la    somme  des    travaux   élémentaires   de    toutes    les 
forces  F,,  et  en  intégrant  de  t0  à  t, 

Sw/(^)-Sm/(Po)=T1. 

Nous  examinerons  maintenant  plusieurs  cas  particuliers,  remar- 
quablement simples,  auxquels  s'applique  ce  théorème  général,  et 
qui  dépendent  du  choix  qu'on  fait  de  la  fonction  arbitraire  /(')• 

i°  Soit  f(v)  =  r-  ;  alors  •  '  —  2,  F,  =  2F,  et  l'on  retombe 
sur  le  théorème  des  forces  vives 

S«H'!-  Zmvl  =  iT. 

20  Soit /(t>)  =  y"  ;  alors  — — =  nvn~'2  et  les  forces  F,  avant 
pour  expression  «Fc""2,  on  a 

Par  exemple,   l'accroissement  de   la  somme  des  quantités   de 

F 

mouvement  est  donnée  par  le  travail  des  forces  —  • 
1  v 

3°  Soient /(i)  =  logp;  alors  £~^-  —  \;  F,  =  —,;  et  le  travail 
de  ces  forces  F,  donne  la  valeur  de 

i"  Soient  f{v)  —  e2  ;  alors  ^-^  =  e2  ,  F,  =  Y  e'1  ,  c'est-à-dire 

que  le  coefficient  par  lequel  il  faut  multiplier  chaque  force  est 
précisément  égal  à  la  fonction  considérée  f(v)', 

7    me-  —   2,  Hic~*  =  travail  des  forces  Fe  l  . 

Il  semble  que  la  proposition  précédente  peul  être  utile,  <'n 
permettant  d'obtenir  dans  certains  cas  une  intégrale  du  mouve- 
iiicni  que  ne  donnerail  pas  le  théorème  «les  forces  vives. 
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Supposons  par  exemple  que  les  forces  qui  agissenl  surlespoinU 
d'un   système  soienl  données  par  des   expressions  de   la  forme 

Fcp(r).  Choisissons  pour  /(c)  la  fonction    /  -,—  >  en  disposant 

d'ailleurs  à  volonté  de  la  constante  arbitraire.   On  aura 


et  les  forces  F,  se  réduiront  aux  forces  F.  Si  ces  dernières  admet- 
tent une  fonction  des  forces,  et  que  l'équation  des  surfaces  de 
niveau  soit  <b{x,  y,  z)  =  k,  on  aura 

S»i/(p)  —  Sm/(f0)=  S[*(ar,^,-)  —  <P(x0, y0,  z0)], 

alors  que  l'accroissement  Smp2 — -/m'ii  n'aurait  pu  être  ainsi 
obtenu  par  une  intégration  pure  et  simple. 

Prenons,  comme  cas  particulier,  l'hypothèse  d'un  système  de 
points  matériels  sollicités  vers  un  centre  fixe  par  des  forces  qui 
sont  à  la  fois  proportionnelles  à  la  pièmc  puissance  de  la  distance  r, 
et  à  la  /iiùme  puissance  de  la  vitesse. 

L'expression  de  l'une  de  ces  forces  est  mki'Pv".  Posons 

/(*>)  =  logo 


si  /i^2,  et 


SI   />  =  2. 

Nous  aurons  l'expression 


- — (2#m>2-"—  E/neg-") 


dans  le  premier  cas,  et 

S  m  logp  —  S  m  logp0 

dans  le  second,  qui  sera  fournie  par  le  travail  des  forces  mkrP, 
appliquées  aux  divers  points  du  système  et  dirigées  vers  le  centre 
d'attraction.  Or,  ce  travail  est  fourni  pour  chaque  point  par  l'in- 
tégrale 

km 


—  ÇkmrP  dr  =  -^-  (r£+1  -  #*+»). 
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les  surfaces  de  niveau  étant  des  sphères  dont  le  centre  d'attraction 

est  le  centre  commun. 

Le  travail  pour  tout  le  système  est  donc 


Il   y   a,  bien   entendu,  exception  pour  le  cas  où  p  = -— \ ,  car 

L'intégrale  est  alors  km  log-^- 

Si,  en  particulier,  n  =  2  et  p  =  —  1 .  c'est-à-dire  pour  des  forces 

mk  —  1  il  vient 
r 

y  mlos —  =  k   7  m  los  —  • 
Celte  relation,  qui  peut  encore  s'écrire 

nk  \  m  « 


et  qui  montre  que  pour  chaque  point  du  système  la  quantité  vr* 
reste  invariable  pendant  le  mouvement,  aurait  d'ailleurs  pu  s'ob- 
tenir aisément  d'une  manière  directe  dans  ce  cas  particulier. 
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